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Vorwort des Herausgebers. 



Tief bewegt übergebe ich dieses Buch dem wissenschaft- 
lichen Publicum. Es war dem Verfasser nicht gegönnt, mit 
dieser Frucht seiner jahrelangen Studien vor die Oeffentlichkeit 
zu treten; in der Blüthe seiner Jahre, in der Vollkraft seines 
Schaffens nahm ihm ein unerbittlicher Tod die Feder fast buch- 
stäblich aus der Hand. 

Es war im Frühling d. J. 1885, als ich Benno Kerry 
näher kennen lernte. Nicht blos der Plan, sondern auch die 
wesentlichsten Vorarbeiten fUr dieses Werk waren damals schon 
vollendet. Schon in einer seiner ersten Arbeiten hatte Kerry 
den Grenzprocess zur Erklärung gewisser Begriffe herangezogen 
und fast gleichzeitig war der Plan zu einem Werke, das die 
Grenzbegriffe zum Gegenstande haben sollte, in ihm gereift. 
Dieser Plan fand eine vorläufige Ausführung in der Habilita- 
tionsschrift des Verfassers, welche den Titel trägt: Grundzüge 
einer Theorie der mathematischen und nicht-mathematischen 
Grenzbegriffe. Ein Beitrag zur Erkenntnistheorie von Dr. 
Benno Kerry. Das Manuscript dieser Schrift (229 Seiten in 
Gross-Quart), welche nie gedruckt wurde, ist noch vorhanden 
und das vollständige Inhaltsverzeichnis derselben findet man 
weiter unten abgedruckt. „Ob alles, was ich hier vorgebracht 
habe," — heisst es im Schlusswort — ^^vor dem ürtheil der 
Fachgenossen werde bestehen können, weiss ich nicht; das 
Eine aber weiss ich, dass man in Hinkunft der Herbeizie- 
bung der Elemente des Grenzprocesses zur Erklärung be- 
grifflicher Gebilde nicht wird, entrathen dürfen." Diese 
Überzeugung von der grossen Bedeutung des Grenzprocesses 
„für die Erklärung begrifflicher Gebilde" hat den Verfasser 
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nicht wieder verlasseD, sie ist der Leitstern geblieben ftbr 
seine intensive wissenschaftliche Thätigkeit und sein Streben 
war fortan hauptsächlich dahin gerichtet, sein Werk so zu ge- 
stalten, dass es in allen Theilen „vor dem Urtheil der Fach- 
genossen solle bestehen können." 

Was zu dem Material der Habilitationsschrift im Lauf der 
Zeit hinzugekommen ist, ist nicht sehr bedeutend; allein die 
Auffassung hat in manchen wesentlichen Punkten eine Änderung 
erfahren. In diese Zeit der Vorarbeiten ftlUt die Abfassung 
der Abhandlung des Verfassers „Über Anschauung und ihre 
psychische Verarbeitung," von der sechs Artikel in den Jahr- 
gängen 1885 (I), 1886 (II), 1887 (III, IV), 1889 (V, VI) der 
Vierteljahrsschrift für wissenschaftliche Philosophie erschienen 
sind. Diese Abhandlung — ursprünglich eine Ausarbeitung 
des vom Verfasser gehaltenen Habilitationsvortrags — ist unter 
den Händen desselben nach und nach zu einer eingehenden 
Untersuchung der Grundlagen der Mathematik herausge- 
wachsen. Zu gleicher Zeit war der Verfasser auch mit Unter- 
suchungen über die Grundlagen der Geometrie beschäftigt, 
deren Veröffentlichung jedoch für einen späteren Zeitpunkt 
hinausgeschoben wurde. Im Jahre 1888 entschloss sich Kerry 
endlich, während wir zu gemeinschaftlichem Sommeraufenthalte 
in Zell am See weilten, an die endgiltige Ausarbeitung seines 
Werkes zu schreiten, für welches alle seine früheren wissen- 
schaftlichen Arbeiten*) als Vorarbeiten anzusehen sind. Die 
Arbeit ging rüstig von statten. In Zell wurden die Capitel 
I, II, III und V in ihrer gegenwärtigen Gestalt vollendet, 
während das VI. Capitel in Wien während des Monats October 
im Wesentlichen fertig gestellt wurde. Als der Verfasser 
Ostern 1889 zum Besuche seiner Angehörigen nach Wien kam, 
brachte er das VII. Capitel vollendet und den Anfang des 
IV. Capitels mit. An diesem arbeitete er mit dem eisernen 
Fleisse, der unerschütterlichen Energie, die ihm eigen waren, 
auch noch als ihn das grausame Ohrenleiden befallen hatte, 
welchem er zum Schmerze Aller, die ihn gekannt hatten, 
Ende Mai erlag. 



*) Vergl. Untersuchungen über das Causalproblem, Wien 1881, die An- 
zeige von du Bois-Reymond^s Functionentheorie (Vierteljahrsschrift f. wiss. 
Philos. 1885) und „Über 6. Cantors Mannigfaltigkeitsuntersuchungen'' (ebenda».). 
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Gleich nach dem Tode des Verfassers wurde mir von seinen 
Angehörigen die Herausgabe dieses Werkes tibertragen. Ur* 
sprtinglich sollte eine Ausarbeitung der fehlenden Capitel durch 
mich auf Grundlage der Habilitationsschrift und im Sinne des 
Verfassers erfolgen, mit dessen Absichten ich insbesondere 
während des gemeinsamen Sommeraufenthalts in Zell völlig 
vertraut worden war. Ein halbes Jahr später wurde jedoch be- 
schlossen, das Werk in zwei Theilen herauszugeben. Weil das 
Manuscript des ersten Theiles fertig vorlag, konnte sofort mit 
dem Drucke begonnen werden ; hingegen soll die Herausgabe des 
zweiten Theiles einem späteren Zeitpunkt vorbehalten bleiben. 
Schon der Verfasser hatte die Herausgabe in zwei Theilen, von 
denen der erste die Theorie, der zweite ihre Anwendungen ent- 
halten spllte, ernstlich in Erwägung gezogen, war aber durch 
das Missverhältnis in dem Umfang der beiden Theile davon 
abgekommen, da der zweite Theil einen mehr als doppelt so 
grossen Umfang erbalten hätte als der erste. Der hier vor- 
liegende erste Theil umfasst die ersten sechs Capitel des Werkes. 
Da es nicht ganz sicher ist, ob der zweite Theil, von welchem nur 
ein Capitel im Manuscripte vorliegt, überhaupt erscheinen wird, 
so obliegt es mir, an dieser Stelle in möglichst gedrängter Form 
einen Einblick in den Inhalt des zweiten Theils zu ermöglichen. 
Ich kann dies kaum besser thun, als wenn ich das Inhalts- 
verzeichnis der Habilitationsschrift, welche wie erwähnt, fast das 
gesammte Material enthält, hier in extenso hersetze und einige 
Worte über die Art hinzufüge, wie die Bearbeitung dieses Ma- 
terials vom Verfassers beabsichtigt war. Das Inhaltsverzeichnis 
hat den folgenden Wortlaut: 

Vorwort. 

I. Einleitende Grundbetrachtungen. §. 1. Der Fortsetzenstrieb 
und seine Äusserungen — Physiologische Erklärung desselben. § 2. Der Setzens- 
trieb, Feine Stufen und Äusserungen. § 3. Begründung des Setzenstriebes in 
unserer sinnlichen Organisation. §. 4. Greschichtlich-kritische Belege. 

II. Die Unendlichkeiten der Anzahlenreihe. §. 5. Das Grund- 
gesetz des Fortsetzenstriebes. §. 6. Die Erweiterungen dieses Grundgesetzes. 
§. 7. Der scharfe Begriff unendlicher Grössen im Gegensatze zur blossen Idee 
der Unendlichkeit. §. 8. Die „Existenz" unendlicher Grössen. §. 9. Vergleich- 
barkeit der unendlichen Grössen. — Das Argument vom Mangel des Grundes 
für das Gegentheil einer Sachlage. — Wurzel des Begriffs der Unendlichkeit 
verschieden hoher Ordnung. §. 10. Die Cantor'sche Theorie der Unendlich- 
keiten verschieden hoher Ordnung. 
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III. Die Unendlichkeiten von Baum und Zeit. §. 11. Die Unbe- 
grenztheit und Unendlichkeit der geraden Linie. §. 12. Allgemeine Bedeutung 
des metageometrischen Problems. §. 13. Die Zöllner^sche Hypothese eines 
kleinen positiven Raum-Krümmungsmasses. §. 14. Die Behauptung einer unend- 
liehen Reihe von Verändemngen auf Grund des allgemeinen Causalgesetzes. 
§. 16. Unbegrenztheit und Unendlichkeit der Zeit. — Warum die Zeit unter dem 
Schema der geraden Linie gedacht wird. § 16. Endlichkeit oder Unendlichkeit 
der Materie. §. 17. Abgeleitete Unendlichkeitsaussagen. §. 18. Die „Antinomien** 
im Allgemeinen. — Aristoteles. — Kant. Dessen erste, dritte und vierte 
„Antinomie". — Begründung des Auftauchens der „Antinomien'^ 

IV. Das Unendlich-Kleine und dessen Probleme. § 19. Vorbe- 
trachtungen. — Die identischen, analytischen und synthetischen Urtheile. — 
Der synthetische Charakter der reinen Zahlenurtheile. § 20. Der Praecisions- 
unterschied der Zahlen- und Raumurtheile. — Begründung desselben. § 21. Der 
Begriff der Gleichheit und Genauigkeit. — Gleichheit und Genauigkeit einerseits 
der Zahlen, anderseits der linearen Grössen. — Irrthümliche Auffassung dieser 
Begriffe. § 22. Gonstatirung der Gleichheit unendlichstelliger Zahlen. § 23. 
Möglichkeit dieser Gonstatirung. — Neue Definition des Unendlichen. § 24. Das 
Princip der zweifachen Auffassbarkeit mathematischer Grössen. — Ob Zahlen, 
die nur durch einen unendlichen Process definirbar sind, ein Element der Un- 
bestimmtheit in sich tragen. § 25. Der Begriff des Differentialquotienten. — 
Das Tangentenproblem. — Die „Fluxion**. — Benützung beider Formen des 
Ableitungsbegriffs zur Entscheidung der Frage des § 24. — § 26. Die Ab- 
neigung Lag ränge *s gegen „Grenzen und Fluxionen** und den Infinitesimal- 
calcül. — Rechtfertigung der „Grenzen und Fluxionen.** § 27. Rechtfertigung 
des Infinhesimalcalcüls. — Carnot. § 28. Nachträgliches über den Begriff 
unendlich kleiner Grössen. § 29. Über die Anwendbarkeit des Infinitesimal- 
calcüls auf die Physik. § 80. Das Prinzip der zweifachen Auffassbarkeit mathe- 
matischer Grössen und die unendliche Theilbarkeit des Raumes (resp. Modula- 
tionsfähigkeit der Bruchzahlen.) § 31. Untersuchung der Bedingungen, unter 
welchen Eigenschaften, die für die Glieder der Reihe gelten, auch für deren 
Grenzen gelten. § 32. Der Unbegriff eines einem anderen Punkte „nächsten 
Punktes** und über das erste Sophisma des Zeno. § 88. Die Lehre vom Con- 
tinuum. — Problemstellung. — Die Prototype des Continuirlichen : gerade Linie 
und Bewegung. — Welches von beiden gibt uns die originäre Vorstellung vom 
Gontinuum. § 34. Der Lionvill ersehe Satz. — Der Gant or^sche Beweis des- 
selben. — Der Begriff zweier „Mächtigkeiten.** — Das Gontinuum eine Punkt- 
menge der zweiten „Mächtigkeit. ** — § 36. Die Cantor'sche „Definition** 
des Continuums. — Sinn und Mängel einer solchen Definition. — § 36. Oorres- 
pondenz des Complexes aller reellen Zahlen imd der geraden Linie. — Aprio- 
rität der Vorstellung des Continuums. 

V. Absoluter Raum, absolute Zeit und Temperaturmessung. 
§ 37. Das Trägheitsgesetz und die Definition der in ihm enthaltenen Bestand- 
theile: „gradlinige und gleichförmige Bewegung.** — Der absolute Raum d. i. 
der letzte Bezugskörper. — Nothwendige Eigenschaften desselben. — Wahre 
Bedeutung seiner Annahme. § 38. Die Bedürfnisse der Zeitmessung. — Gleich- 
förmige Veränderung. — Gleichförmige Bewegung. — Das Sich-Hinancorrigiren 
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zum Besitze einer streng gleichförmigen Bewegung. — Piincipieller Scrupel 
hinsichtlich der Messharkeit der Zeit durch gleichförmige Bewegung und Behe- 
bung desselben. — Definition gleicher Zeiten durch die gleichförmige Bewegung 
und Unzulässigkeit einer solchen Definition. — Unentbehrlichkeit des Ideals der 
absoluten Zeit. — Wichtigkeit desselben. § 39. Praktische Längenmessung imd 
ilir Zusammenhang mit der Temperaturmessung. — Verwertung der Ausdehnung 
der Körper zur Temperaturmessung. — Analogien der Temperatur- und der 
Zeitmessung. — Der Punkt wo diese Analogien abbrechen, und die Th o ms o na- 
sche „absolute Temperaturscala." 

VI. Die geometrischen Figuren und die Grenzbegriffe der 
Verallgemeinerung. § 40. Entstehung des Begriffs der mathematischen 
Greraden. Die beiläufige Gerade als Linie kleinsten physischen und psychischen 
Kraftmasses. — Übergang von der beiläufigen zur mathematischen Graden. 
§. 41 . Empirische und reine Anschammg. — Grenzcharakter der geometrischen 
Lehrsätze. — Anwendbarkeit derselben auf die Erfahrung. — Thatsächlichkeit 
oder Nothwendigkeit dieser Anwendbarkeit. § 42. Die Grenzbegriffe der Verall- 
gemeinerung. — Künstliehe Verallgemeinerung mathematischer Formeln. — Be- 
griffe mit quantitativem Parameter. — Qualitativer Grenzübergang und Witz- 
worte, die auf solchem beruhen. — Grenzgleichungen der analytischen Geometrie. 
§ 43. Aufzählung fernerer Grenzbegriffe. — Grenzsteckungen, 

VII. Die Begriffe der Substanz und Ursache. §. 44. Der Begriff 
der Substanz und seine Varianten. Die Substanz als das Beharrliche im Wechsel. 

— Der Substanzbegriff als Grenzbegriff einer nach dem Principe des Bedingens 
abgestuften Beihe. § 45. Der Begriff des „Dinges an sich** als Grenzbegriff einer 
nach dem Princip der Abstreifung aller Beziehungen auf das erkennende Sub- 
ject abgestuften Iteihe. § 46. Der. Begriff des „absoluten Seins" als Grenzbegriff 
einer nach dem Principe der Abstreifang aller Beziehungen überhaupt abge- 
stuften Reihe. § 47. Der Begriff des Einfachen und Undurchdringlichen. § 48. 
Der Begriff der physikalischen Masse. — Absolutes (Gauss 'sches) und fterre- 
strisches Masssystem. § 49. Über die Anwendbarkeit des Substanzbegriffes: 
§ 50. Die Annahme intellectueller Motive zur Bildung des Substanzbegriffes: 
Sigwart. — Der Grundsatz der Undurchdringlichkeit. § 51. Der Begriff der 
Ursache. ZurückfÜhrung auf den Begriff der Bedingung. § 32. Ableitung des 
Begriffes der Bedingung. — Die objective Wechselbeziehung. — Nuancirung 
des häufigen Beisammenseins von Momenten. — Greometrische Zusammenhänge. 

— Logische Abfolge. — Umdeutnng der Bedingtheit auf die regelmässigen 
Sequenzen. § 53. Constatirung von Bedingtheiten. — Zurückdrängung der 
Mehrerleiheit von Ursachen im Gegensatz zur Verzweigtheit der Beziehungs- 
zusammenhänge. — Verborgenheit und Undeutbarkeit der letzteren. — Das 
Experiment. — Einholung der Constatirung von Bedingtheiten durch diejenige 
der Causationen. — Eintheilung der Bedingungen. § 54. Übergang vom Begriffe 
der Bedingung zu demjenigen der Ursache. — Die Scala der Bedingungsgruppen. 

— Der Idealbegriff der Ursache. § 55. Die wirklichen (empirischen) Ursachen. 

— Unbegrenztheit, vielleicht auch Unendlichkeit der Bedingungscompleze. § 56. 
Der Begriff des Wirkens. — Juristische Verursachung. § 57. . Nothwendige Ver- 
knüpfting von Ursache und Wirkung. — Erklärung derselben. — Anwendbar- 
keit des Ursachbegriffs auf die Erfahrung. — Stellungnahme gegenüber dem 



Apriorismus: Kant. — Stellimgnahine zum empiristischen Standpunkte 
Meinon^. — Zeitliche Contiguität oder blosse zeitliche Beziehung zwischen 
Ursache und Wirkung. — Schluss. — " 

Wie eine VergleichuDg dieses Inhaltverzeichnisses mit dem 
Inhalt des hier vorliegenden Buches lehrt, hat die Anordnung 
des ganzen StofFes nicht unwesentliche Änderungen erfahren; 
dass der Verfasser im Laufe der Zeit in manchen Punkten 
seinen Standpunkt geändert hat, ist schon oben erwähnt. Der 
zweite Theil dieses Werkes soll sich nach dem Plane des Verfassers 
aus weiteren vier Capiteln zusammensetzen. Das erste darunter 
ist das schon erwähnte VII. Capitel, welches vollständig ausge- 
arbeitet im Manuscripte vorliegt, den Begriff der Stetigkeit 
und des Continuums zum Gegenstande hat und neben einer 
eingehenden Darstellung der diesbezüglichen Arbeiten Ot. C an- 
te r's eine sehr ausführliche historisch-kritische Erörterung 
bringt. Das nächste (VIII.) Capitel sollte den mathematischen 
Functionen gewidmet sein und den Begriff der Stetigkeit der 
Functionen, den ihrer Grenzwerte, sowie den der unendlich 
kleinen Grössen im Sinne und Geiste der modernen mathema- 
tischen Lehren behandeln. Die Ergebnisse dieser Betrachtungen 
sollten u. A. Anwendung finden auf den Begriff einer stetigen 
Veränderung überhaupt und auf die Bewegung insbesondere ; 
an ihrer Hand sollten die Zenonischen Sophismen und das 
Gesetz der Stetigkeit discutirt werden. Dieses VIII. Capitel 
ist dasjenige, welches nach dem Plane des Verfassers auch dem 
Stoffe nach am weitesten über das Material der Habilitations- 
schrift hinausgehen sollte. Das IX. Capitel war bestimmt, die 
Grenzbegriffe der Geometrie und Physik, das X. Capitel die- 
jenigen der Metaphysik zu behaudeln. 

Es erübrigt mir noch einige Worte üßer meine Thätigkeit 
als Herausgeber dieses Buches zu sagen. Ich habe dieser 
Thätigkeit so enge Schranken gesetzt, als dies irgend thunlich 
war, und Änderungen nur dort vorgenommen, wo ich die Ge- 
wissheit hatte, dass sie in der Absicht des Verfassers gelegen 
waren. Die wesentlicheren unter diesen Änderungen siud Weg- 
lassungen von einigen Stellen im IL, IV. und VI. Capitel. Nur 
im V. Capitel sah ich mich genöthigt eine Lücke auszufüllen, 
welche dadurch entstanden war, dass der Verfasser eine Anzahl 
von Blättern behufs Umarbeitung dem Manuscripte entnommen 
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hatte, welche sich im Nachlasse nicht mehr vorfanden. Ich 
habe diese Lücke im Sinne des Verfassers, der über diesen 
Gegenstand mit mir gesprochen hatte, wenngleich in vielleicht 
weniger ausführlicher Weise ausgefüllt, als von ihm beabsichtigt 
war. Dagegen habe ich geglaubt, den Schluss des IV. Capitels, 
an welchem der Verfasser bis kurz vor seinem Tode gearbeitet 
hatte, nicht ergänzen zu sollen, weil die fehlenden Betrachtungen 
durchaus polemischer Natur waren. Was die Anmerkungen 
anlangt, so wäre zu bemerken, dass ich nur diejenigen aufge- 
nommen habe, welche sich entweder stenographisch im Manu- 
scripte angemerkt oder für welche sich dort wenigstens aus- 
reichende Hinweisungen fanden. — 

Und so lasse ich denn diese Blätter hinausgehen, das Ver- 
mächtnis eines hoffnungsvollen Qelehrten, der der Wissenschaft 
zu früh entrissen wurde, und hege die Zuversicht, es werde aus 
ihnen ersehen werden, wie viel die Wissenschaft in ihm ver- 
loren hat. 

Baden bei Wien, Anfang August 1890. 
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I. Capitel. 

Einleitende Betrachtungen: der thetische und der 

progressive Trieb. 



Das vorliegende Buch wird sich nicht ausschliesslich, nicht 
einmal vorwiegend mit psychologischen Betrachtungen beschäf- 
tigen ; gerade darum empfiehlt es sich aber und lässt sich auch 
leicht bewerkstelligen, dass eine Angelegenheit psychologischer 
Natur, die für unsere Aufgabe von zweifellos grosser Bedeutung 
ist, in den nachfolgenden Blättern eine zusammenfassende Dar- 
stellung finde. 

Es handelt sich hier darum, zweierlei Aeusserungsweisen des 
menschlichen Geistes, welche für das Zustandekommen der 
Grenzbegriffe und Grenzurtheile von Wichtigkeit sind, näher zu 
beleuchten. Die eine besteht darin, dass irgend ein psychischer 
Zustand e ntweder ^ schlankweg sich fortsetzt oder doch ohne 
unser Zuthu n in. einen arideren übergehTT-die-aBdere darin, dass 
„wirJMrgendwie thätig eingreifen in jenes psychische Geschehen, 
indem wir in dem Strome desselben oT)eriäuT zu bleiGe^" oder \ 
ihn gar unseren Zwecken entsprechend zu leiten trachten, Wohl ) 
nirgends wird man die eine oder die andere dieser geistigen 
Aeusserungsweisen rein, d. h. unvermischt mit den Einflüssen 
ihres Widerparts antreffen; umgekehrt aber wird auch jeder 
Bestandtbeil unseres psychischen Lebens, wenn man ihn als ge- 
worden auffasst, jene beiderlei Einflüsse als Bedingungen seines 
Werdens deutlich erkennen lassen. 

Wollte man die erstere Aeusserungsweise mit möglichst stolzen 
Wendungen beschreiben, so könnte man ihnen alle Erscheinungen 
des Gedächtnisses beizählen, wie dies auch oft geschehen ist; 
hierauf muss ich aber leider verzichten, da ich darüber, -ob und 
wie Vorstellungen fortexistiren von dem Zeitpunkt an, da sie 
dem Bewusstsein entschwanden, bis zu dem Zeitpunkte, da sie 
irgend einmal wieder in demselben auftauchten, keine Rechen- 
schaft abzugeben weiss ^). Ich begnüge mich also mit erheblich 
schlichteren Belegen, die übrigens für den Bedarf der folgenden 

Kerry, Syetem einer Theorie der Grenzbegriffe. 1 



'-■> 



rv 



/ t / / 






— 2 — 

Untersuchungen zureichend sind. Nach dieser Hinsicht verdient 
nun schon der nur scheinbar im allgemeinen Gesetze der TJr- 
sachenäquivalenz mitenthaltene Umstand Erwähnung, dass bei 
Fortdauer derselben physischen Reize die durch sie hervor- 
gerufenen psychischen Zustände — z. B. bei Fortdauer der 
Schwingungsweise eines Körpers das Hören des dieser Schwin- 
gungsweise entsprechenden Tones — fortdauern: das Phänomen 
der Ermüdung beweist, dass dem nicht so sein müsste, sowie es 
andererseits, da Ermüdung immer erst dann eintritt, wenn ein 
Zustand über eine gewisse Zeit hinaus gedauert hat, an diese 
Fortdauer selbst erinnert. Aber ein psychischer Zustand kann 
ferner auch dann fortdauern, wenn gewisse physische Reize, die 
ihn ursprünglich hervorriefen, aufgehört haben : — wie wenn 
wir beim Anhören von Glockenschlägen gern einen hinzuhören, 
oder auch umgekehrt den ersten solchen Glockenschlag gern 
überhören; im ersteren Falle perpetuirt sich der Zustand des 
Hörens, im letzteren derjenige des Nichthörens, sozusagen über 
die Gebühr hinaus, hiemit eine normale psychische Trägheit 
wirksam beweisend. Ob auch in diesem Falle das primär sich 
Erhaltende nicht vielmehr physische, als psychische Zustände 
seien, braucht hier nicht untersucht zu werden: denn mag es 
immerhin, woran nicht zu zweifeln sein dürfte, mit der Fort- 
dauer somatischer Zustände zusammenhängen, dass die durch 
sie bedingten psychischen Zustände fortdauern, so gilt doch eben 
Letzteres darum nicht minder, weil es durch eine plausible Hypo- 
these erklärlich gemacht wird. Hier kämen denn alle jene Zustände 
in Betracht, welche zwischen Bewusstsein und Nichtbewusstsein 
mitten inne liegen; und zwar nicht nur so mitten inne liegen, 
wie die positiven Nachbilder und die Erscheinungen des Sinnen - 
gedächtnisses, sondern auch in der minder auffälligen Weise, wie 
ein jedes Vorgestellte; ohne schon vergessen zu sein, doch immer 
mehr und mehr unserer Aufmerksamkeit entschwindet. 

Es würde wohl auch keine Ueberraschung als solche em- 
pfunden werden, wenn nicht dem überraschenden Ereignisse 
die stillgehegte Erwartung: es werde nicht stattfinden, vorher- 
ginge ; freilich nicht in der Form gehegt, dass an das fragUche 
Ereignis überhaupt gedacht worden wäre, was natürlich nicht 
der Fall sein kann, sondern in der Form, dass jenes andere 
psychische Erlebnis, aus dem uns das überraschende eben 
herausriss, noch lebenskräftig in uns fortdauerte. Wenn man be- 
denkt, dass strenggenommen alle neuauftretenden Vorstellungen 
Ueberraschungen sind — nur dass das Ueberraschende an ihnen 
meistens zu gering ist, um sonderlich aufzufallen — , so wird 
man zugeben, dass hiemit ein Argument von grosser Tragweite 
beigebracht wurde. 

Ich muss des Vorwurfes gewärtig sein, weit auseinander* 
liegende psychische Erscheinungsweisen aneinanderzuzwängen, 
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wenn ich nach den eben angeführten diejenigen der Ideen- 
association nenne. Um nun vorerst zu sagen, in welcher Be- 
ziehung allein hier von Ideenassociation die Rede ist: was es 
war, das zwei oder mehr Vorstellungen asociirte, — ob quali- 
tative Aehnlichkeit, ob Aehnlichkeit hinsichtlich eines Orts- oder 
Zeitdatums (räumliche und zeitliche Benachbarung), oder der 
allgemeinere Umstand, dass die betreflfenden Vorstellungen bereits 
bei einer früheren Gelegenheit miteinander aufgetreten sind — 
alle diese Gesetze der Ideenassociation sind uns gleichgiltig ; 
nur deren Grundzug kommt hier in Betracht, wonach eine erst- 
auftretende Vorstellung eine oder mehrere andere, die mit ihr innig 
genug associirt sind, nach sich zieht, so dass hiedurch der Vor- 
stellungsverlauf bis zu einem gewissen Punkte hin vorgeschrieben 
erscheint. Die Verwandtschaft dieser Thatsache mit den früher 
beschriebenen der sich fortsetzenden psychischen Zustände könnte 
nun allerdings damit einleuchtend gemacht werden, dass auch, 
was man gemeiniglich Fortdauer eines und desselben Zustandes 
nennt, vielfach zutreffender als wiederholte Erneuerung sehr 
ähnlicher Zustände zu kennzeichnen wäre: der hier waltende 
Unterschied hinsichtlich der Qualität der Zustände brauchte 
hiegegen sowenig entscheidend zu sein, als sie entscheidend ist 
dagegen, dass wir auch ein negatives Nachbild noch als „Nach- 
bild** auffassen. Ich lege aber kein Gewicht auf eine solche 
Verwandtschaft innerhalb einer systematischen Darstellung der 
Psychologie, sondern begnüge mich mit der doch wohl unanfecht- 
baren Verwandtschaft hinsichtlich dessen, was den Aeusserungen 
unserer ersten Aeusserungsweise gegenüber denjenigen der zweiten 
gemeinsam ist. Wie weit verbreitet die Erscheinungen der Ideen- 
association sind, braucht hier nicht betont zu werden ; wie grund- 
legend sie sind für die menschliche und thierische Existenz, geht 
schon daraus hervor, dass sich auf ihnen jene instinctiven Urtheile 
inductiver Art aufbauen, welche, was die Vergangenheit an 
regelmässigen Coexistenzen und Sequenzen geboten hat, auch 
von der Zukunft erwarten. 

An die Erscheinungen der blossen Ideenassociation schliesse 
ich letztlich noch diejenigen der Phantasie, insbesonders der 
sog. passiven Phantasie an; sie bilden bereits eine der vielen 
Uebergangsformen im eminenteren Sinne des Wortes, welche 
von den Erscheinungen der vorliegenden zu denen der weiter 
unten zu betrachtenden Gruppe binüberreichen. Immerhin 
treffen wir auch hier noch jene ohne unser Zuthun abrollenden 
Entwicklungen an, welche der ersten Gruppe eigenthümlich sind ; 
Tind so hat denn auch speciell über die Einbildungskraft, (Ima- 
gination) Hume in charakteristischer Weise sich dahin geäussert^): 
sie sei, wenn einmal in irgend einen Zug des Denkens versetzt, 
geneigt fortzufahren, auch wenn ihr Gegenstand ihr ausgeht; 
wie eine Galeere, die einmal durch die Ruder in Gang gebracht 
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ist, setze sie ihren Lauf ohne neuen Anstoss fort. Und durch 
die Erwägung aller dieser Fälle dürfte man bereits vorbereitet 
genug sein auf den ganz allgemeinen und insbesonders auch 
mr unsere nachfolgenden Untersuchungen massgebenden FalU 
wonach, wenn überhaupt ein Vorgestelltes irgend einer Gattung 
nach gewissen Hinsichten abgestuft, angeordnet und in eine 
Beihe gebracht werden kann, wir nicht bei einigen wenigea 
Reihengliedern beruhigt stehen bleiben, sondern die gestiftete 
Reihe nach der einen oder anderen der in ihr möglichen; Rich- 
tungen um ein Vorgestelltes derselben Gattung und nach den* 
einmal angenommenen Reihengesetzen weiterzuführen geneigt 
sind. Das Bestreben einer schon einmal dagewesenen Reihe, 
wieder aufzutauchen, sobald gewisse ihrer Glieder, insbesonders 
die ausgezeichneten aufgetaucht sind, ist längst bemerkt und 
mit den Erscheinungen physischer Heilung und Beproductioa 
verglichen worden ; hier liegt nichts Anderes als ein Fall von 
Ideenassociation vor. Wir nehmen aber ein wenig mehr in An- 
spruch, indem wir auf einen gewissen Spieltrieb unseres Geistes 
hinweisen, der auf Ei Weiterung einer solchen Beihe gerichtet 
ist. Eine Bethätigung dieser Art, das Idealisiren, ist uns gleich- 
falls längst vertraut; es wird sich hier darum handeln nach- 
zusehen, ob nicht auch bei der Schöpfung ernsterer Dinge, als 
es Kunstproducte gemeiniglich sind, Bethätigungen derselben Art 
aufzufinden seien. 

Sucht man nach einer Erklärung der im Vorstehenden be- 
trachteten Aeusserungsweise unseres Bewusstseins, so geht es 
Einem hier, wie in analogen Fällen auch sonst oft, dass auf 
rein psychologischem Wege nicht weiterzukommen ist, und nur 
mit Demjenigen, der sich mit den Uneigentlichkeiten mechanisch- 
physiologischer Begründung psychologischer Thatbestände ei- 
nigermassen ausgesöhnt hat, noch ein Wort geredet werden kann. 
Will man nun eine solche Begründung — wohl wissend, was 
dieselbe leisten könne und was nicht — in unserem Falle nicht 
verschmähen, so kann man sich die Sachlage auf zweierlei 
Weise verdeutlichen. Entweder man nimmt als die unmittel- 
baren Reize, auf die hin die fraglichen psychischen Zustände er- 
folgen, somatische Veränderungen an, die der gleichförmigen 
Bewegung eines Körpers (d. i. Bewegung nach gleichbleibender 
Richtung und mit gleichbleibender Geschwindigkeit; wir wollen 
eine solche Bewegung, da sie dem Galilei'schen Trägheitsgesetze 
entspricht, künftig auch als Galilei^sche Bewegung bezeichnen) 
analog sind; die Beharrung der Reize würde dann derjenigen 
der psychischen Zustände zur Erklärung dienen. Oder aber 
man geht — da streng Galilei'sche Bew^egungen in der Natur 
wohl überhaupt nicht vorkommen und auch annähernd Gali- 
lei'sche selten sind — davon aus, dass in jedem Denkenden als 
solchem ein Vorrath an Kraft, genauer ausgedrückt: an poten- 
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lieller Energie existire, der unter Anderem auch das bewirkt^ 
dass unser Denken nie, wohl auch im Schlafe nicht völlig still- 
steht; wirkt dann ein psychischer Zustand auslösend auf die 
potentielle Energie des Reizes, der diesen Zustand selbst oder 
«in^n ihm mehr oder minder ähnlichen bedingt, so genügt dies, 
um sowohl die Perpetuirung dieses Ztistandes als auch die 
psychomechanische Ablösung desselben durch andere Zustände 
begreiflich erscheinen zu lassen. In beiden Erklärungen wird 
nichts anderes benützt, als diejenige Abhängigkeit psychischer 
Zustände von physischen (Reizen), deren man ohnehin keines- 
falls wird entrathen wollen. Hält man sich an die letztere Er- 
klärung, als an die wahrscheinlichere, so dürfte, was man auf 
geistigem Gebiete Uebung nennt, ein zusammengesetztes Phä- 
nomen sein, das theils die potentielle Energie einer gewissen 
Form steigert, theils aber auch jene Kette psychischer Zustände 
schlingt, wodurch in der beschriebenen Weise einer zur Aus- 
lösung des anderen beiträgt. Hiedurch entsteht ein gewisser 
Trott unseres psychischen Lebens ebenso, wie wir — um an 
ein Beispiel physischer Einübung zu erinnern -— unwillkürlich 
unseres Weges fortgehen, sobald nur die ersten Schritte gethan 
sind, sogar im Schlafe fortgehen, wie dies Soldaten auf anstren- 
genden Märschen zu»tÖsst. Dass übrigens kein solcher Trott, 
weder der physische, noch der psychische, in infinitum anhalten 
könne, erklärt sich, von allem Anderen abgesehen, ganz unge- 
zwungen schon daraus, dass die in uns aufgespeicherte potentielle 
Energie irgendwelcher Form nur eine endliche Grösse ist, die 
sich somit erschöpft. Will man ein bequemeres, von einer be- 
stimmten physischen Energieform hergeholtes Bild für dieselbe 
Sache haben, so kann man sich unsere geistige Energie als in 
solche Bahnen sich ergiessend denken, die irgendwie schon be- 
reitet und geebnet sind; geistige Uebung trägt — immer ab- 
gesehen von ihrem etwaigen Einflüsse auf die Erhöhung 
der potentiellen Energie — zur Herstellung dieser Bahnen bei, 
wie sie insbesonders auch dort vorliegen, wo unter gewissen 
Vorstellungen Abstufungen, Reihen geschaffen worden sind. Zu 
der psychischen Wucht, mit der unser Intellect solche Bahnen 
einschlägt, zu dem Triebmäßigen hieran, wie es uns später an 
der Bildung gegenstandsloser Grenzbegriffe und falscher Grenz- 
urtheile am Auffälligsten entgegentreten wird, stimmt es gut, 
wenn jene Abstufungen als ein gewissermassen geneigtes Bett an- 
gesehen werden, worin der Strom unseres psychischen Lebens 
mit starkem Gefälle einhergeht. Auch die Enge unseres Be- 
wusstseins dürfte für diese Sachlage — dieselbe bedingend und 
durch' sie bedingt — in Betracht kommen: unsere Unftlhigkeit, 
simultane Thatbestände, wenn sie einen gewissen und nicht ge- 
rade weiten Bereich überschreiten; anders aufzufassen und im 
Gedächtnissezu bewahren, als "indem wir sie in Suc.cessionen auf- 
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lösen, trägt dazu bei, die Anzahl eingeübter psychischer Bahnen 
zu vermehren, sowie umgekehrt die Existenz dieser Bahnen 
wieder dahin zurückwirkt, dass unter Einhaltung ihrer Ufer in 
ihnen gewandelt wird. 

Es braucht wohl kaum betont zu werden, dass, was zur 
Beschreibung der in Rede stehenden Äeusserungsweise unseres 
Bewusstseins vorgebracht wurde, unabhängig ist von den hier 
versuchten Erklärungen derselben und wir können nunmehr 
zur Beschreibung der ihr entgegengesetzten Äeusserungsweise 
übergehen. Abermale wird die Nennung einiger weniger ty- 
pischer Fälle derselben genügen, um sie kenntlich zu machen, zu- 
mal, wenn man diese Fälle mit den entsprechendsten der früheren 
Äeusserungsweise zusammenhält. Ist dorthin das anschaulich ru- 
hige Vorstellen eines „gegebenen" Inhaltes zu rechnen, so gehört 
hieher einerseits die unter den Daten eines solchen Inhaltes 
auswählende und das Ausgewählte festhaltende Thätigkeit un- 
seres Aufmerkens (Abstraction), durch welche jene grosse Classe 
von Begriffen geschaffen wird, an die man mit einer unbe- 
rechtigten Ausschliesslichkeit gemeiniglich denkt, wenn von Be- 
griffen schlechtweg die Rede ist; andererseits gehören hieher auch 
die mannigfachen Arten von Synthesen vorgestellter Inhalte, 
darunter als eine der charakteristischesten diejenige, welche zu 
den Vorstellungen der Anzahlen führt. Gehörte dorthin das 
Spiel unserer Ideenassociat Ionen, das gefügig nimmt, was 
kommt, so gehört hieher jenes mühsame Sich-auf-Etwas-Be- 
sinnen, das erst nach vielen vergeblichen Versuchen und oft 
auch dann nicht sein Ziel erreicht. Gehörten dorthin, die uns 
aufgezwungenen Urtheile der Wahrnehmung, darunter die so- 
genannten Sinnestäuschungen, die wir oft schon in statu nas- 
centi zerstören oder doch unschädlich machen, so gehören hie- 
her vorerst jene Leistungen vorbereitender Aufmerksamkeit, 
durch welche das Ueberraschende irgend einer Empfindung ge- 
mindert oder sogar bewirkt wird, dass man eine Empfindung zu 
haben glaubt, bevor der Reiz eintrat, der sie hervorrufen konnte; 
— es genügt, an die Benennungen unwillkürliche und willkür- 
liche (oder auch passive und active) Aufmerksamkeit, passive 
und active Apperception zu erinnern, um die hier waltende Dif- 
ferenz zu kennzeichnen. Dann aber gehört hieher auch das 
Vollziehen von Relationen aller Art; als wichtige und interes- 
sante Specialfälle von Urtheilen, welche das Resultat solcher 
Vollziehung auszusprechen berufen sind, seien kurz erwähnt ein- 
mal diejenigen, welche Aehnlichkeit oder Unähnlichkeit, Gleich- 
heit oder Ungleichheit, Identität oder Verschiedenheit aussagen : 
hieher gehören sowohl die Urtheile, welche einen Gegenstand 
für einen solchen irgend einer Art erklären (Subsumption, und 
wieder als Unterfall des Subsummirens das Einheitsetzen), als auch 
diejenigen Urtheile, welche die gelungene Zerlegung eines Ge- 
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sammtinhaltes in seine Theilinhalte mittheilen, und, ob nun diese 
Theilinhalte schon früher bekannt waren oder nicht, jedenfalls 
auf Vergleichungen beruhen. Dann seien hier noch diejenigen 
Urtheile erwähnt, welche irgend eine Unverträglichkeit behaupten: 
— wie umfassend diese Kategorie ist, geht daraus hervor, dass 
zu ihr sowohl die logischen und geometrischen Axiome, als auch 
überhaupt alle Sätze gehören, die als Schlussfolgerungen irgend 
welcher Art auftreten (also z. B. auch alle mathematischen Lehr- 
sätze, d. h. diejenigen mathematischen Sätze, die nicht Axiome, 
sondern noch weiterhin beweisbar sind). Und wenn letztlich 
als Ausflüsse der .früher betrachteten Aeusserungsweise unseres 
Geistes alle gewohnheitsmässigen und den reSectorischen Be- 
wegungen verwandten Handlungen angesehen werden konnten, 
so sind als Ausflüsse der entgegengesetzten Aeusserungsweise alle 
auf einem zielbewussten Wollen, auf einem auswählenden Ent- 
schlussfassen beruhenden Handlungen in Betracht zu ziehen. 

Die zuletzt angeführte Aeusserung der zweiten Aeusserungs- 
weise legt es nahe, den Unterschied zwischen erster und zweiter 
Aeusserungsweise überhaupt dahin zu formuliren, dass jener alle 
unwillkürlichen, dieser alle willkürlichen Aeusserungen unseres 
Geistes entstammen. In der That sind von sehr beachtenswer- 
ther Seite her die hervorragendsten Aeusserungen der zweiten 
Aeusserungsweise, nämlich die Phänomene der Aufmerksamkeit, 
der „Apperception", geradezu als Willensphänomene bezeichnet 
worden. Nun würde aber selbst dann, wenn das Merkmal der 
Willkür schlechthin allen Aeusserungen der zweiten Aeusserungs- 
weise ungezwungen zukäme, noch zu erwägen sein, ob dasselbe 
schon selbst das letztlich den Zusammenhang der ganzen Gruppe 
bezeichnende, oder aber nur dessen Folgeerscheinung sei. Hiezu 
kommt, dass jenes Merkmal dem zusammenfassenden Vorstellen, 
dem Vergleichen und insbesonders dem Constatiren von Unver- 
träglichkeiten keineswegs in. Pausch und Bogen zugesprochen 
werden kann; hiezu kommt femer, dass wir im Stande sein 
werden, jenen Unterschied auf eine tiefer gehende W^eise auf- 
zufassen. 

Diese Auffassung ist im Grunde genommen nichts Anderes, 
als eine mit Hilfe der modernen Energiebegriffe mögliche Prä- 
cision jenes Gegensatzes, der sich unter verschiedenen Be- 
nennungen, wie z. B. Activität und Passivität, Spontaneität und 
Receptivität, so ziemlich durch die ganze Geschichte der Philo- 
sophie hindurchzieht. Welche Rolle hiebei jene Begriffe der 
Mechanik zu spielen haben, habe ich bereits bei einer früheren 
Gelegenheit angedeutet 3). Wie es auf physischem Gebiete einer- 
seits Processe gibt, welche mit Beziehung auf irgend eine Kraft 
potentielle Energie erzeugen oder aber verbrauchen, anderer- 
seits Processe, bei welchen solche Erzeugung und solcher Ver- 
brauch nicht stattfindet, so sei es auch auf psychischem Gebiete; 
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und wie auf physischem Gebiete Processe der letzten Art nur an- 
näherungsweise existireny so auch auf psychischem Gebiete. Den 
Processen der letzten Art und denjenigen der ersten Art, bei 
welchen Verbrauch potentieller Energie stattfindet, sind die 
psychischen Erscheinungen unserer ersten Aeusserungsweise 
analog, hingegen denjenigen Processen der ersten Art, welche Er- 
zeugung potentieller Energie (Leistung physischer Arbeit) 
darstellen, sind analog die psychischen Erscheinungen unserer 
zweiten Aeusserungsweise. Wie — ich führe die Analogie weiter — 
die physische Arbeit, welche wir leisten, von einem Geftlhle 
der Anstrengung, einem „pisus" oder „effort** begleitet ist, so 
steht es auch bei der psychischen Arbeit, deren Begriff Iftngst 
verwendet wird und hier nur eine nähere Bestimmung finden 
soll und demgemäss, dass ceteris paribus die grössere physische 
Arbeitsleistung von einem intensiveren Geftthle solcher An- 
strengung begleitet wird, als die geringere, wäre auch dfer 
an der psychischen Arbeit anzutreffende Umstand auszulegen, 
dass uns die eine solche Arbeit schwerer fkllt als die andere. 
So fällt es uns schwerer, einen Begriff durch Aufmerken auf 
irgend eine Eigenthümlichkeit blos eines oder einiger weniger 
seiner Gegenstände zu bilden, als ihn dadurch zu gewinnen, 
dass man durch Vorführung einer grösseren Vielheit solcher 
Gegenstände deren im Ganzen minder häufig auftretende Be- 
sonderheiten sich abschleifen lässt, wodurch, wie von selbst, 
ihr Gemeinsames, das eben den fraglichen Begriff ausmacht, 
einleuchtend wird; es fällt uns schwerer, einen sublimeren Be- 
griff vorzustellen, als einen solchen, dessen sämmtliche Merk^ 
male noch an einem anschaulichen Bilde beisammen angetroffen' 
werden können; es fällt uns schwerer, eine verwickeitere Sach- 
lage zu beurtheilen, als eine einfache u. s. w. : — man sieht, 
wie hier die Beschaffenheit des vorzustellenden und des zu 
beurtheilenden Inhalts eine — um an eine populäre Form phy- 
sischer Arbeitsleistung zu erinnern — der Masse eines empor- 
zuhebenden Gegenstandes analoge Rolle spielt. Es gibt femer 
für die natürlichen Fähigkeiten eines Menschen ein übrigens 
nicht starres, sondern von veränderlichen Umständen (wie z. B. 
die Uebung einer ist) abhängiges, durch die jeweiligen Um- 
stände aber bestimmtes Maximum psychischer Arbeitsleistung, 
wie es unter denselben Umständen ein Maximum physischer 
Arbeitsleistung gibt; so wird ein jeder Mensch unter den 
günstigsten Umständen, unter denen er sich gerade befinde, immer 
nur eine Anzahl von einer gewissen beschränkten Grösse dir e et 
vorstellen können. Soll psychische Arbeit über dieses den 
natürlichen Fähigkeiten gesteckte Maximum hinaus geleistet 
werden, so geschieht dies vielfach vermöge gewisser Hilfsmittel, 
die den physischen Maschinen vergleichbar sind: — so wird 
z. B. eine sehr grosse Anzahl, die direot nicht mehr vorgestellt 
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werden kann, indirect vorgestellt, indem sie etwa — denn es 
gibt verschiedene Arten indireeten Vorstellens, sowie dieselbe 
physische Arbeit durch verschiedenerlei Maschinen verrichtet 
werden kann — als Träger eines gewissen Zahlzeichens, das 
einem ein fQr allemal festgesetzten Zahlzeichensysteme angehört, 
gedacht wird ; dass hiebei das indirecte Vorstellen dem directen 
gegenüber in mancher Beziehung z. B. hinsichtlich seiner 
Deutlichkeit und Anschaulichkeit minderwerthig ist, kommt für 
uns natürlich nicht in Betracht Es kann aber ferner auch statt- 
finden, dass eine weder direct noch indirect vollziehbare psy- 
chische Arbeitsleistung von uns gefordert wird: — wie, wenn 
ein mit widersprechenden Eigenschaften behafteter Gegenstand 
z. B. ein solcher, der in derselben Hinsicht und zur selben Zeit so- 
wohl rund als viereckig wäre, von uns vorgestellt oder ein einem 
Axiome widersprechender Satz z. B. der, wonach zwischen 
zwei Punkten zwei gerade Linien möglich seien, von uns für 
wahr gehalten werden sollte. Dergleichen können wir nicht 
und es liegt im Sinne der hier benützten mechanischen Ana- 
logie, sowie es andererseits auch zu Stärkung derselben bei- 
trägt, dieses unser Unvermögen als einen fär unseren Intellect 
unüberwindlichen Widerstand aufzufassen, an dessen Existenz 
weiterhin die Vermuthung geknüpft wird, dass gleichfalls ein 
Widerstand, aber ein überwindlicher, im Falle anderer und 
darum mit Recht sogenannter psychischer Arbeiten vorliege. 
Man sieht also, wie. das Constatiren von Unverträglichkeiten, 
welches eine Verlegenheit bildete für den Fall, dass die Er- 
scheinungen der zweiten im Gegensatze zu denen der ersten 
Aeusserungsweise als willkürliche aufgefasst würden, umgekehrt 
eine Stütze der hier vorgetragenen Ansicht ausmacht, wonach 
jene Erscheinungen als gelingende oder misslingende psychische 
Arbeiten aufzufassen wären. Das Wollen selbst ist nur eine 
Art solcher Arbeiten, im besten Falle primus inter pares und 
es stellt ebenso eine besondere Behauptung über eine psychische 
Arbeit dar, wenn man sagt, sie sei eine willkürlich ausge- 
übte, wie wenn man dies von einer physischen Arbeit sagt. 

Ueber die einzelnen Glieder der Stufenfolge: minime oder 
im mathematischen Jargon gesprochen : unendlich kleine psy- 
chische Arbeit, die ich als solche kaum spüre (Anschauen); 
endliche psychische Arbeit, die ich direct leisten kann; endliche 
ps. A., die ich nur mehr indirect leisten kann; unendliche ps. 
A., d. h. solche, die ich weder direct, noch indirect mehr leisten 
kann; Hessen sich noch mannigfache „artige Betrachtungen^ an- 
stellen. Man denke etwa an die Erscheinungen eines labilen 
psychischen Gleichgewichts, wie sie durch die vorbereitende 
Aufmerksamkeit erzeugt werden; auch der Unterschied, wie er 
zwischen dem Aufsuchen von Beziehungen und dem schliesslichen 
Bemerken derselben, zwischen den Mühen einer Beweisfindung 
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und dem darauffolgenden Evidenzgefühl (wenn ein solches 
gegebenen Falls überhaupt zu erwerben ist) besteht, wird hie- 
nach als ein Unterschied zwischen der endlichen Arbeit, die auf 
die Herstellung eines Zustandes labilen Gleichgewichts verwendet 
werden muss, und der unendlich-kleinen Arbeit, die zur Auf- 
hebung dieses Zustandes vonnöthen ist, verständlich. Man denke 
ferner daran, wie durch den Aufwand psychischer Arbeit gerade- 
so psychische potentielle Energie erzeugt wird, wie durch den 
Aufwand physischer Arbeit physische potentielle Energie; Dis- 
positionen, die uns bei späterer Arbeit derselben Art zugute- 
kommen, oft allerdings früh verschwindend, oft aber sogar erb- 
licher Natur. Weder für diesen, noch für den eben vorhin 
angeführten Umstand hätten wir aufkommen können, wenn wir 
uns damit begnügt hätten, die Erscheinungen unserer beiden 
Aeusserungsweisen durch die Kategorien, sei es: willkürlich- 
unwillkürlich, sei es: activ-passiv zusammenzufassen. Und auch 
daran denke man letztlich, dass alle physische potentielle Energie 
nur besteht mit Beziehung auf gewisse Naturkräfte (wie die 
Schwere eine ist), die zu vermehren oder zu vermindern nicht 
in unserer Macht steht: überträgt man diese Bemerkung auf 
psychisches Gebiet, so ist man ohneweiters gefeit gegen einen 
extremen Sensualismus, der da aus der Aufwendung psychischer 
Arbeit einfachster Form nicht nur potentielle Energie dieser 
Form, sondern auch die mannigfachsten primitiven Energie- 
formen selbst, wie z. B. das Vergleichen ,eine ist, hervorgehen 
lassen möchte. Man ersieht hieraus, dass die modernen Energie- 
begriffe so weittragend und fruchtbar sind, dass bei ihrer Heran- 
ziehung zum Verständnisse psychischer Phänomene diese nicht 
verflacht zu werden brauchen. 

Doch sollen auch die Schwierigkeiten nicht ausser Acht ge- 
lassen werden, welche einer nachdrücklichen Verwendung unserer 
mechanischen Analogie trotz Allem, was für dieselbe spricht, 
noch im Wege stehen. Bei mancher oben als psychische Arbeit 
hingestellten Bewusstseinsäußerung, wie z. B. beim Vollziehen 
einfacher Vergleichungen von Farben oder Tönen, spürt man 
kaum mehr jenes Gefühl der Anstrengung, das wir oben als 
auf geleistete psychische Arbeit hindeutend ansahen; und 
würde hierauf auch erwidert, dass das analoge Herabsinken 
des Gefühlstones einer Empfindung die meisten Psychologen 
gleichwohl nicht abhalte, alle Empfindungen als gefühlsmässig 
betont anzusehen, so wäre doch die hierin liegende Berufung 
auf das: „Getheiltes Leid ist halbes Leid^ wenig tröstlich. Hie- 
zu kommt in unserem Falle noch, dass innerhalb gewisser 
Grenzen durch Uebung die „Ausübung'^ psychischer, wie phy- 
sischer Arbeit stetig erleichtert wird ; es wird sonach die Leistung 
desselben Arbeitsquantums je nach Umständen bald von einem 
stärkeren, bald von einem schwächeren Anstrengungssgefühle 
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begleitet sein. Man wird hienach zugeben müssen, dass das 
Anstrengungsgefühl, wie es von Vornherein nicht als ein scharfer 
Gradmesser der von ihm begleiteten Arbeitsleistung angesehen 
werden konnte, überhaupt gar nicht blos von der Grösse dieser 
Arbeitsleistung abhängig ist, sondern von noch anderen Um- 
ständen, deren einer durch den obigen Hinweis auf die üebung 
namhaft gemacht worden ist. Hieran ist umso weniger Anstoss 
zu nehmen, als auch das unsere physischen Arbeitsleistungen 
begleitende Anstrengungsgefühl nicht blos von der Grösse dieser 
Arbeitsleistungen, sondern u. A. gleichfalls von der Uebung abhängt, 
deren Einfluss auf psychische Arbeit soeben erwähnt wurde. Bei 
dieser Auffassung eröffnet sich auch die Möglichkeit jenem Falle, 
wonach psychische Arbeit von einem verschwindend geringen An- 
strengungsgefühle begleitet ist, gerecht zu werden, ohne leugnen 
zu müssen, dass hier gleichwohl psychische Arbeit vorliege : es liegt 
an jenen anderen Umständen, die ausser der Arbeitsgrösse das An- 
strengungsgefühl bestimmen, wenn dessen Intensität eine unmerk- 
liche wird. Auch hört das Anstrengungsgefühl darum, nicht auf, 
auf psychische Arbeit hinzudeuten, weil es auf noch andere Um- 
stände ebenfalls hindeutet: nur der Mangel dieses Gefühles wird 
hiemit noch vieldeutiger, als er es ohnehin schon war. Es muss 
als ein unabhängig von den oben angestellten Betrachtungen ver- 
ständlicher Uebelstand bezeichnet werden, dass wenn einer 
Bewusstseinsäusserung das Anstrengungsgefühl mangelt, dies 
sowohl daher rühren kann, dass dieselbe einen neuti*alen Zustand 
zwischen Erzeugung und Verbrauch, als auch daher, dass sie 
einen Verbrauch psychischer potentieller Energie darstellt; 
also, um an vertraute physische Erscheinungen anzuknüpfen: 
sowohl daher, dass sie einer dem Galilei'schen Gesetze gemässen 
Bewegung, als auch daher, dass sie dem freien Falle eines 
Körpers analog ist. Nun tritt vermöge der obigen Betrach- 
tungen zu diesen beiden Möglichkeiten noch die dritte hinzu, 
wonach trotz Mangels an Anstrengungsgefühl Erzeugung 
potentieller psychischer Energie stattfindet und dieser Mangel 
sich daraus erklärt, dass das sonst gerechtfertigte Anstrengungs- 
gefühl durch den Einfluss der anderen Umstände, von denen 
es gleichfalls abhängt, compensirt wird. 

Ein anderes Bedenken könnte geltend machen, dass das 
Anstrengungsgefühl gar nicht auf psychische Arbeit hindeute, 
sondern auf gewöhnliche physische Arbeit, welche mit gewissen 
Bewusstseins-Aeusserungen organisch verknüpft ist. So beschreibt 
Fe ebner die dem Phänomene „gespannter" Aufmerksamkeit 
eigenthümlichen Gefühle, indem er sagt*): „Wir fühlen eine nach 
vorn gerichtete Spannung in den Augen, eine seitlich gerich- 
tete in den Ohren, .am deutlichsten fühlt man den Unter- 
schied, wenn man mit der Richtung der Aufmerksamkeit 
zwischen Auge und Ohr schnell wechselt," beim Besinnen auf 
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Erinnerungsbilder handle es sieh um Empfindungen in der Kopf- 
haut u. s. w. und Wundt bemerkt hiezu*^), es handle sich in 
diesen Fällen „ohne Zweifel . .um eine Innervationsempfindung 
der Muskeln, welche von einer wirklichen Spannung derselben 
und in Folge dessen von Muskel- und Tastempfindungen be- 
gleitet wird". Aber der letztere Autor drückt sich kurz vor- 
her vorsichtiger so aus, dass sich an dem Phänomene des Auf- 
merkens jene „sinnlichen Empfindungen ** nur „b et h e i 1 i g e n" 
und in der That ist es gar sehr die Frage, ob, wenn man etwa 
auf künstliche Weise von aussen die beschriebenen Muskel- 
spannungen herbeiführen könnte, hiemit auch uns so zu Muthe 
würde, wie uns als Aufmerkenden zu Muthe ist. Man wird nun 
freilich darauf hinweisen, dass ausser jenen Muskelspannungen 
noch andere physische Processe, insbesonders die im Gehirn 
vor sich gehenden in Betracht kämen, — eine Bemerkung, die 
dem vorgeführten Bedenken ergänzend hinzuzufügen umso noth- 
wendiger ist, als ja das Aufmerken nicht die einzige von uns 
aufgefiihrte psychische Arbeit ist und z. B. der beim Consta- 
tiren von Unverträglichkeiten zu Tage tretende psychische Zwang 
nicht wohl auf Muskelspannungen wird geworfen werden können. 
Aber abgesehen davon, dass man sich mit dem Hinweise auf 
jene dunklen physischen Processe bereits völlig auf hypothe- 
tisches Gebiet begeben hat, wird hier ein fundamentalerer Um- 
stand ganz ausser Acht gelassen: der Umstand, dass rein phy- 
sisch betrachtet nicht einmal von physischer Arbeit 
die Rede sein könnte. Wohl könnte man von Annäherung und 
Entfernung materieller Theilchen sprechen ; dass man aber eine 
dieser Bewegungen als Arbeitsleistung aufFasst, beruht selbst 
schon auf der Hineintragung des psychischen Moments: es 
würde mich Anstrengung kosten, wenn ich diese Bewegung be- 
wirken sollte. Dass hiemit in erster Linie und gemeiniglich blos 
Muskelanstrengung gemeint sei, soll nicht geleugnet werden; 
gleichwohl kann eine tiefere Uebcrlegung dafür eintreten, dass, 
falls nur unsere psychische Wahrnehmung neben der physischen 
Anstrengung auch eine psychische anerkennen muss, die Ein- 
führung eines mit dem Begriffe der physischen Arbeit gleich- 
berechtigten Begriffes der psychischen Arbeit stattfinde: die 
Art aber, wie man seit jehrr nicht blos von körperlicher, sondern 
auch von geistiger Arbeit in den mannigfachsten Ausdrücken 
spricht, scheint mir in der That eine Auslegung der psychischen 
Wahrnehmung nur in jenem Sinne zuzulassen. Hätte die psy- 
chische Arbeit ebenso eine Unterlage in Bewegungsvorgängen, 
wie die physische, so würde dem obigen Satze • physische Arbeit 
ist eine Bewegung, die mich physische Anstrengung kosten 
würde, wenn ich sie bewirkte, als Pendant ein Satz zur Seite 
stehen, der aus dem eben ausgesprochenen dadurch hervorgeht, 
dass in demselben das Wort „physisch" durch das Wort „psy- 
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chisch" ersetzt wird. Sowie aber überhaupt die Existenz irgend 
einer Energieform als solcher (man denke etwa an die Wäime) 
nicht davon abhängig ist, dass dieselbe sich auf Bewegungen 
zurückführen lasse, so würde auch insbesonders, selbst wenn 
jene Voraussetzung, wonach psychische Arbeit eine Unterlage 
in Bewegungsvorgängen haben sollte, nicht erfüllt wäre, die 
psychische Arbeit trotzdem als Energieform aufrecht erhalten 
werden können. 

Ein Einwand, welcher die mit der Messung psychischer 
Arbeit verbundene Schwierigkeit zum Gegenstande hätte, würde 
sich so ziemlich auf alle psychischen „Gi'össen" ausdehnen lassen, 
kommt hier also nicht speciell in Betracht. Immerhin sind 
aber auch die speciell gegen den Begriff der psychischen Arbeit 
vorgebrachten Einwände schwerwiegend genug, um zu der Erin- 
nerung daran anzuregen, dass die Aneinanderreihung der Aeus- 
serungen unserer zweite n Aeusserungsweise unabhängig ist von 
der Anerkennung des Begriffes der psychischen Arbeit als des, 
wie es uns schien, adaequatesten einigenden Bandes jener Reihe. 
Die Aeusserungen der ersten Aeusserungsweise stellen sich uns als 
triebmässige dar : dem gegenüber scheint jedenfalls von den wi 1 1- 
kür liehen psychischen Arbeiten das Gegentheil zu gelten. 
Hier treiben wir und werden nicht selbst getrieben. Von den un- 
willkürlichen psychischen Arbeiten kann man dies nicht mehr 
sagen. Ob aber gewollt oder nicht gewollt, jedenfalls haben alle 
psychischen Arbeiten mit den triebmässigen Handlungen das 
gemein, dass ihre Ausübung der Befriedigung eines menschlichen 
Bedürfnisses dient : das Aufmerken, das Vergleichen, das Zusam- 
menfassen und Trennen, das Aufsuchen von Unverträglichkeiten 
u. s. w. sind sämmtlich Handlungen, welche man umso geneig- 
ter sein wird, als Ausflüsse eines geistigen Selbsterhaltungs- 
triebes aufzufassen, je eingehender man deren ordnenden, 
sichtenden und sozusagen baumeisterlichen Charakter erwägt. 
Hieraus ergibt sich eine einfache Folgeerscheinung. Mögen 
uns ursprünglich psychische Arbeiten, wie z. B. primitive Ver- 
glei^hungen, geradezu aufgedrängt worden sein, so wird doch 
früher oder später der menschliche Geist von den Vortheilen 
Notiz nehmen, die das Vollziehen solcher Arbeiten ihm gewährt 
und er wird von nun an bestrebt sein, dem Geschenkten Er- 
worbenes hinzuzufügen. Und solche Bestrebungen werden umso 
unausbleiblicher sein, als eine künstlerische Freude an ihr Ge- 
lingen geknüpft ist. 

Ich will an einer speciellen Form psychischer Arbeit, 
am Zusammenfassen vorgestellter Theilinhalte, diese Folge 
erscheinung ein wenig näher ausführen. 

Eine Fläche von geringer Ausdehnung, in sich von gleicher 
Färbung, aber umgeben von Flächen ausgesprochen verschie 
dener Färbung mag dem Sehenden, und eine ebensolche Fläche, 
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iii sich von gleicher Rauhigkeit, aber umgeben von Flächen aus 
gesprochen verschiedener Rauhigkeit mag dem Blinden ohne- 
weiters, d. h. ohne dass er sich darum bemühte, als ein Ganzes 
erscheinen. Hierin liegt mitbehauptet, dass auch die Grenzen 
zwischen diesen Flächen und ihren Umgebungen» wiewohl die- 
selben nachweislich anders zur Wahrnehmung gelangen, als die 
Flächen selbst, gleichwohl noch ohne Zuthun des Wahrnehmen- 
den, noch psychomechanisch, wie wir uns ausdrücken können, 
zu Bewusstsein kommen. Um einen Schritt weitergehend wollen 
wir annehmen, dass auch räumliche und zeitliche Benachbarung 
im Stande ist, aus Eigenem Einheiten in unser Bewusstsein 
hineinzu wirken und dass diesem Umstände jene zahllosen tri- 
vialen und ihrem psychologischen Charakter nach abstractiven 
Begriffe wie sie durch die Wörter: Haus, Baum, Blitz, Donner 
u. s. w. bezeichnet werden, ihr Dasein verdanken. Dass nun 
auch eine zu Zugeständnissen dieser Richtung noch so geneigte 
Stimmung irgendwo eine unübersteigliche Schranke finden werde, 
spätestens an solchen Gegenständen finden werde, deren von 
uns ausgedachter Entwurf Bedingung ihres Entstehens ist, wie 
dies z. B. bei allen, wohl auch bei den „realistischesten" Kunst- 
werken der Fall ist, ist selbstverständlich. Und es ist ferner 
zu überlegen, dass eine Seite der künstlerischen Thätigkeit neben 
dem blossen Entwerfen auch in der steten Auswahl dessen be- 
steht, was der Ausführung des Entwurfes dienlich, und der 
steten Abwehr dessen, was ihr gleichgiltig oder gar feindlich 
ist. Wenn man nun aber bedenkt, dass ein Jeder, der für sich 
und Andere Zukunftspläne macht, also jeder zweckmässig Han- 
delnde ein entwerfender Künstler im Kleinen ist, so wird dies 
gentigen, um die UeberfüUe geschaffener Totalitäten neben den 
gegebenen ersichtlich zu machen ; und wenn man weiter bedenkt, 
dass ein Jeder, indem er irgendwelchen Zwecken gemäss handelt, 
die an zweiter Stelle erwähnte Seite künstlerischer Thätigkeit 
hervorkehrt, so zeigt dies wie sehr all' unser Thun insbesonders 
auch mit psychischen Arbeiten durchtränkt ist. Hiezu kommt, 
dass auch auf rein intellectuellem Gebiete unzählige Begriffe^ mit 
' denen wir operiren, — man könnte dieselben im Gegensatze zii 
j den obenbetrachteten abstractiven Begriffen : synthetische nennen 
• — soweit dies hier in Betracht kommt, durchaus den Cha- 
rakter von Kunstwerken besitzen, sowie auch oben das zwecS- 
läSssige Handeln insofern als mit psychischen Arbeiten durch- 
setzt aufgezeigt wurde, als es ein Subsummiren unter Begriffe 
oder aber Ablehnungen solcher Subsumption in sich schliesst. 

An einer verhältnismässig einfachen und sehr wichtigen Art 
von synthetischen Begriffen, nämlich an den Begriffen der An- 
zahlen lässt sich der grosse Unterschied zwischen der Leistungs- 
fähigkeit einerseits der receptiven, andererseits der arbeitsamen 
Auffassung der Erscheinungen in verkleinertem Massstabe, aber 
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trotzdem so deutlich erkennen, dass es sich verlohnt, hiebei ein 
wenig zu verweilen. Es handle sich um die Bildung des Be- 
griffs der Anzahl gewisser, concret vorgelegter Gegenstände, 
minder schwerfällig ausgedrückt: darum, diese Gegenstände zu 
zählen. Dies kann innerhalb gewisser Grenzen und bis zu einem 
gewissen Grade der Genauigkeit auch auf receptive Weise ge- 
schehen. Denn der qualitative Unterschied zwischen dem Ein- 
drucke, den z. B. vier Gegenstände irgend einer Art machen, 
und dem Eindrucke, den fünf Gegenstände dieser Art machen, 
muss jedenfalls erheblich genug sein, um nachmals die Wurzel 
des auf irgend eine Weise gewonnenen und die Anzahlverschie- 
denheit aussagenden Urtheils zu bilden; es muss also für 
Jemanden, der jene beiden Eindrücke voll und ganz in sich 
eingehen lässt, principiell möglich sein, sowohl die hier wal- 
tende Anzahlverschiedenheit unmittelbar zu erkennen, als auch 
in einem anderen Falle, in dem er sich zutraut, dieselbe zu 
erkennen, falls sie vorhanden wäre, und in dem er sie trotzdem 
nicht erkennt, sie mit einer gewissen Zuversicht zu leugnen, 
d. h. Anzahlengleichheit auszusagen. Erfahrungen, die man an 
Thieren, Kindern und wilden Völkerstämmen gemacht hat^), be- 
weisen, dass auf diese Weise thatsächlich gezählt oder — ich will 
hier einem WoJtstreite ausweichen — eine Function ausgeübt 
wird, die denselben Bedürlbissen genügt, wie unser Zählen; und 
ich habe bei anderer Gelegenheit nachgewiesen''), dass, könnten 
wir nicht unmittelbare Urtheile über Anzahlengleichheit und 
-Verschiedenheit fällen, wir auch nachmals mittelbare und weiter- 
gehende Urtheile dei"selben Art zu fällen nicht im Stande wären. 
Trotz Alledem wird niemand verkennen, wie sehr alle Vor- 
theile auf Seite unserer Art zu zählen stehen, die darum nicht 
minder einen Triumph psychischer Verarbeitung darstellt, weil 
sie heute in jeder Dorfschule gelehrt wird. Es ist, um hieran 
glauben zu lernen, nicht nöthig, sich auf den Geist cultur- 
geschichtlicher Entwicklung zu berufen. Man braucht nur die 
Grundzüge unserer Zähltechnik zu bedenken — : das planmässige 
Subsummiren jedes zu zählenden Gegenstandes unter den durch 
die Zählaufgabe gegebenen und dann das Zählen lenkenden Be- 
griff (Einheitsetzen) ; das Abstrahiren von allen denjenigen Eigen- 
schaften der vorgelegten Gegenstände, welche für die zu voll- 
ziehenden Einheitsetzungen unwesentlich sind, wodurch eine 
Menge Nebenumetände, die bald dieser, bald jener anhaften, 
wie Ballast abgeworfen werden ; die Zuordnung jeder voll- 
zogenen Einheitsetzung an ein besonderes und uns vertrautes 
Zahlzeichen, ein Kunstgriff, vermöge dessen ein Grosses, das 
sonst nur schwer oder gar nicht fortzubringen wäre, in kleine 
Theile zerlegt wird, die man mit grosser Sicherheit bewältigt 
— und man wird es ohneweiters begreiflich finden, dass wir 
vermöge derselben erstens unabsehbar mehr Zählaufgaben 
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lösen können, als das naive Zählen, so geübt dieses auch sei, 
und dass wir zweitens die dem naiven Zählen immer- 
hin noch lösbaren Aufgaben zuverlässiger und präciser lösen. 
Hiezu kommt dann als eine bedeutsame Zugabe, dass vermöge 
der grossen Exactheit, zu der wir die Anzahlvorstellungen 
bringen, um die Beziehungen, in welchen deren Inhalte zu ein- 
ander stehen, ein Wissen möglich wird, das unabhängig ist von 
irgend welchen gerade vorgelegten Zählaufgaben: so kommt 
dann im Gegensatze zur Arbeit auf Bestellung jenes Arbeiten 
auf Vorrath zu Stande, welches die Arithmetik darstellt. 

Dass es gegen alle sonstige Bethätigungsweise des mensch- 
lichen Gemütes wäre, wenn dasselbe durch die Erfolge seiner 
psychischen Arbeiten nicht zu weiteren Bestrebungen nach der- 
selben Richtung angespornt würde, wurde bereits erwähnt. 
Wenden wir diesen Satz speciell auf die Arbeitsform des Zu- 
sammenfassens an, welche im Zählen nur als eine unter mehreren 
Formen psychischer Arbeit zur Geltung kam, so werden wir 
es verstehen, inwiefern man auch von einem Bedürfnisse zu- 
sammenzufassen und dem entsprechend von einem synthetischen 
Triebe reden könne. Bezeichnet man das analoge Verlangen 
naoh Ausübung der anderen Formen psychischer Arbeit gleich- 
falls, sagen wir : mit dem N amen thetischer Trieb, so kiinii..Bjan 
diesen nicht unpassend aemPortsetzens- oder Progressivtriebe 
gegenüberstellen, aus welchem die Erscheinungen unserer ersten 
Afeusserungs weise entsprangen. Man wird dann wohl annehmen 
dürfen, dass der synthetische Trieb auch bei der allenfalls noch 
auf receptive Weise möglichen Auffassung von sinnlichen Ganzen 
wenigstens mitwirkt, sowie umgekehrt seine Wirksamkeit unter- 
stützt wird durch Thatsachen, wie sie in der räumlichen oder 
zeitlichen Benachbarung von Gegenständen, in der Gleich- 
artigkeit auffälliger Eigenschaften derselben (man denke an 
die oben angefilhrten Beispiele von Flächen homogener Färbung 
und Rauhigkeit) u. dgl. m. vorliegen. Die bekannte Beob- 
achtung^), wonach es beim Gesichtssinne insbesonders die Umrisse 
von Gegenständen sind, welche die Aufmerksamkeit, das Inter- 
resse erregen, legt es nahe, auf welche Weise der synthetische 
Trieb hier zur Geltung kommen könne. 

Auch scheint mir dem Walten des synthetischen Triebes 
unsere sinnliche Organisation in bemerkenswerther Weise ent- 
gegenzukommen. Um dies einleuchtend zu machen, erinnere 
ich vorerst an eine charakteristische Eigenschaft der Winkel- 
grössen, die ich glaube dahin präcisiren zu können, dass bei 
ihnen — im Gegensatze zu gewissen linearen Grössen, wie ge- 
rade Linie, Ebene u. s. w. — die Maasseinheit einen bestimmten, 
endlichen, aliquoten Theil des ganzen überhaupt messbaren Quan- 
tums an Winkelgrösse ausmacht. Dieser unüberschreitbare In- 
begriff aller Winkelgrösse überhaupt ist bekanntlich — wenn wir 
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enthaltenden Fall der Ebene beschränken — der Winkelkreis "^/^^ S^J [ 
von 4 Rechten oder 360 Graden. Dass auch von Winkeln = v 
n. 360®, die durch Anwachsen des ganzzahlig gedachten n die /;, y / 
Anwartschaft auf Unbeschränktheit zu gewinnen scheinen^ die ^fjj 

Rede sein könne, ist kein Einwand gegen die obige Erklärung : 
denn ein Winkel von mehr als 4 Rechten kann nur durch 
mehrmaliges Durchmessen von Theilen desselben Winkelumkreises 
hergestellt werden, — ein Fall, wesentlich verschieden von 
demjenigen einer ins Unendliche sich erstreckenden Linie, die 
in ihrem Wachsthume stets neue Örter des Raumes durchläuft. 
Der ^ink^.liiTnkrftiR ist, /^fip qjq^ Qanzes xaT' ^o yjiV> sofern er ein 
Complex von Mannigfaltigkeiten ist^ so bescEaffen, dass wer ihn 
d|irch#ancrerrh*at," damit alle Mannigfaltigkeiten einer bestimmten 
G attün^^ (näin irch der Winkelgättung) d^iir hat, — 

Nun gehen wir einen Scliritt weiter unaUeinerken^ welclfe Rolle 
für das Entwerfen des Netzhautbildes, für die durch den Gesicht- 
sinn erfolgende Abschätzung der Körpergrösse, wenn die Ent- 
fernungen, und der Entfernungen, wenn die Körpergrössen 
gegeben sind u. s. w. — welche Rolle in allen diesen Fällen 
beim monocularen Sehen der Sehwinkel spielt; und wie 
massgebend beim binocularen Sehen für das Einfach-Sehen und 
gleichfalls für die Abschätzung der Entfernungen der Con- 
vergenzgrad der Augenaxen — abermals eine Winkel- 
grösse — ist. Man bedenke ferner, wie analog auch die Orien- 
tirung vermöge des Tastsinns der Orientirung vermöge des 
Gesichtsinns ist, weshalb denn auch Schopenhauer^) mit Recht 
das Sehen „als ein unvollkommenes, aber in die Ferne gehendes 
Tasten"* bezeichnet, „welches sich der Lichtstrahlen als langer 
TaststaDgen bedientes ^^^ diese Analogie jedenfalls in dem 
uns hier allein interessirenden Pimkte eine völlige ist, dass das 
Ausspannen der Arme im Grossen und der Finger im Kleinen 
uns als Abschätzungsdaten der wichtigsten Art Winkelgrössen 
ganz von der Beschaffenheit der oben erwähnten Seh- und 
Augenaxenwinkel liefert, — so ergeben alle diese Momente eine 
klare Einsicht in die Eigenthümlicfakeit unserer sinnlichen Oi^ni- 
sation: uns Winkelgrössen, diese Prototypa von Ganzheiten, (denn 
auch jeder beliebige Winkel, der kleiner ist als 4 Rechte, hat, wie 
sich leicht einsehen lä£»t, Theil an der Abgeschlossenheit und 
Nichtrelativität des ganzen Winkelumkreises) aufzudrängen. Da- 
mit aber,, dass mindestens ein guter Theil jener zahllosen Winkel- 
verwerthungen im vollen Lichte des Bewusstseins vor sich geht, 
ist zugleich dafür gesorgt, d§8s auch die Erinnerung an Ganz- 
heiten uns stets aufgedrängt und hiedurch der synthetische Trieb 
iü uns ^(feüälif t Wi&rde." Vielleicht wird die hier (meines Wissens 
zum ersteil Male) betonte Eigenthümlichkeit unserer sinnlichen 
Organisation mit grösstmöglicher Knappheit damit charakterisirt, 
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(dass die normale Localisirung der Gegenstände im Räume und 
damit zugleich unsere Orientirung nicht vermöge des Descartes' 
sehen Coordinatensystems der drei aufeinander senkrecht stehen- 
den Axen, sondern vermöge eines sog. Polarcoordinatensystemes 
erfolge. Hiebei liegt das Charakteristische nicht etwa in der 
Existenz eines Orientirungspoles — diesen besitzt ja auch das 
Descartes'sche Coordinatensystem — , sondern darin, dass die La£re 
eines Raumpunktes gegenüber anderen gemeiniglich nicht durch 
Abschätzung oder Abmessung dreier Strecken erfolgt, sondern 
durch Abschätzung oder Abmessungen blos einer Strecke (des zu 
dem fraglichen Punkte hin gezogenen Radius vectors) unter Hin* 
Zuziehung der Winkelabweichung dieses Radius vectors von einem 
nur seiner Lage nach uns interessirenden und bekannten Strahle 
(der Fundamentalaxe des Polarcoordinatensystems). Wenn der Pol, 
in dem sich jener Radius vector und die Fundamentalaxe treffen, 
als ein Punkt unseres Körpers — bei einem Sehenden dürfte 
dies ein Punkt zwischen den Augen, bei einem auf seine tastenden 
Arme angewiesenen Blindgeborenen ein Punkt des Rumpfes 
sein — bestimmt erscheint und unsere Betrachtung auf die 
Ebene durch die Augen beschränkt bleibt, so ist der fragliche 
Raumpunkt durch die beiden obigen Daten eindeutig bestimmt; 
geht man von der Betrachtung der Ebene zu derjenigen des 
dreidimensionalen Raumes über, so tritt zu jenen Daten noch 
ein Winkeldatum hinzu in einer Weise, die ich als bekannt 
voraussetzen darf. 

Für Leser, die sich schon an dieser Stelle von der Frage 
geplagt fühlen, in welchem Ausmasse die beiden im Vorste- 
henden behandelten Aeußerungsweisen unseres Geistes schon von 
früheren Denkern anerkannt worden seien, füge ich einige Be- 
merkungen historischer Natur hinzu, die hoffentlich solange vor- 
halten, bis bei der Besprechung der einzelnen Probleme aus- 
giebigere Belege eintreffen werden. Der thetische Trieb bildet 
die Grundlage von viel zu wichtigen und auffälligen geistigen 
Erscheinungen, als dass er von denkenden Beobachtern unseres 
Seelenlebens je ernstlich hätte verkannt werden können. Hin- 
gegen gilt vom progressiven Triebe keineswegs ein Gleiches; 
dieser wurde vielmehr häufig in erstaunlicher Weise ignorirt 
und erfährt auch heute noch nicht diejenige Beachtung, die ihm 
nach meinem Dafürhalten gebührt. Aristoteles zwar hat das 
„iwl t6 icXeTov dA vo^öoti" für ein Princip unserer Vernunft er- 
klärt und die Stoiker &aben in sehr bemerkenswerther Weise 
Ideale gelehrt, denen man sich blos annähern könne, ohne sie 
je zu erreichen^"). Wie wenig durchgreifend aber derartige Be- 
merkungen waren, beweist Descartes in der dritten seiner be- 
rühmten „Meditationes de prima philosophia^. Der dort^M ge- 
führte Gottesbeweis setzt damit ein, dass wir die Idee Gottes 
als eines unendlichen Wesens besitzen; diese Idee sollen wir 
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aber nicht besitzen können, wenn nicht Gott selbst existirte. 
Denn — und der hier folgende Satz bildet den Nerv des Be- 
weises — : die Ursache einer Idee moss mindestens ebensoviel 
Realität besitzen, als die Idee selbst anzeigt. Wenn nun Des- 
cartes noch letzlich die allerdings schiefe Ansicht widerlegt, 
dass die Idee des Unendlichen eine negative sei, so meint 
er allen möglichen Einwürfen begegnet und seine These erhärtet 
zu haben ; dass diese Idee hervorgehen könne und vermöge des 
progressiven Triebes vielleicht sogar hervorgehen müsse aus der- 
jenigen des Endlichen, berücksichtigt er nicht im Mindesten: 

— und dennoch ßlUt hiemit sein ganzer Gottesbeweis unrettbar 
dahin. — L.ocke^^) erwähnt unter den psychischen Thätigkeiten 
(Formen psychischer Arbeit, wie wir sagen würden) auch die- 
jenige des Erweiterns (enlarging), weiss aber mit derselben, zu- 
mal er sie ohneweiters als Unterfall der psychischen Thätigkeit 
des Zusammenfassens (compounding) ansieht, nichts Sonder- 
liches anzufangen. Charakteristisch ist, wie, im Gegensatze zu 
Descartes, Locke und so auch Clarke in seiner Polemik gegen 
Leibnitz leugnen, dass wir eine „Idee" von etwas Unendlichem, 
speciell des unendlichen Raumes besitzen könnten: wir werden 
aber später erkennen, dass auch diese empiristische Wendung, 
nur nach einer anderen Seite hin als die Descartes'sche, irre- 
führt. — Leibnitz bemerkte bei seinen Bemühungen um die 
Schöpfung einer Begriffäscbrift die wichtige Thatsache, dass es 
Begriffe gibt, welche vermöge dessen, dass einer ihrer Be- 
standtheile variabel ist, in einen oder mehrere andere über- 
geleitet werden können; und seine Aufstellung des „Gesetzes der 
Continuität" hängt mit dieser Bemerkung auf eine unmittelbar 
ersichtliche Weise zusammen: aber seine* mangelhafte Analyse 
dieses Gesetzes beweist, dass er von einer systematischen Er- 
kenntnis der hier bestehenden Sachlage noch weit entfernt war. 

— Hume besass nicht nur, wie seine oben von uns beigebrachte 
Aeusserung beweist, eine allgemeine Einsicht in das Walten des 
progressiven Triebes; sondern er hat dieselbe auch (im Zu- 
sammenhange mit jener Stelle) zum Verständnisse so compli- 
cierter und schwieriger Grenzbegriffe, wie es diejenigen gewisser 
Masseinheiten sind, in anerkennenswerter Weise herbeigezogen. 
Auch gibt er ganz allgemein das „augmenting^ und „dimini- 
shing'* neben dem „compounding^ und „transposing** als Grund- 
mittel an, um von den „impressions^' zu den ,,ideas" zu gelangen. 
Andererseits aber hat ihn seine Einsicht vor einer ganz falschen 
Deutung der geometrischen Axiome nicht bewahrt, wiewohl dies 
zu erwarten gewesen wäre; und ein irriger erkenntnistheore- 
tischer Gebrauch, den er von dem Walten jenes Triebes machte, 
verdarb ihm seine ganze Causalitätstheorie. — Kant hatte für 
die Aeusserungen des progressiven Triebes so gut wie gar kein 
Verständnis. Seine starre Kategorienlehre ; die unhaltbare Art und 
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Weise, wie er den Gedanken einer Entwicklung gewisser 
Grundbegriffe und Grundgesetze des reinen Verstandes (er spricht 
hier von einem ^Präformationssystem d«r reinen Vernunft") 
ablehnt; seine Ansicht über die Methode der Metaphysik; seine 
Behandlung der Antinomienlehre und verschiedene Bemer- 
kungen, denen wir begegnen werden, über Gegenstände gerin- 
geren Belanges beweisen dies so vollauf, dass die Anführung 
einzelner, von der Ahnung des Richtigen angehauchter SteUeD 
hiegegen nicht aufkommen kann. Und ich darf wohl meinem 
Erstaunen darüber, dass gerade Eant so wenig zur Bearbeitung: 
so ziemlich aller Probleme geleistet hat, die den Gegenstand 
dieses Werkes bilden, schon hier Ausdruck verleihen. Dass ein 
Denker von so hoher Geisteskraft; aus der mathematisierenden 
Leibnitz-Wolfschen Schule hervorgegangen und zum Theile 
selbst Lehrer mathematischer Disciplinen ; mit den Newton'schen 
Principien der Naturlehre innig vertraut und damit auch auf 
die zum Aufbau derselben verwendete Fluxionsrechnung auf- 
merksam gemacht; demnach wie von der Vorsehung mitten 
hineingestellt in den sein Zeitalter so beschäftigenden Streit um 
die Newton'sche und die von ihr grundverschiedene Leibnitz'sche 
Ghestaltung des Infinitesimalcalcüls, um die beiderseitigen An- 
sprüche auf Urheberschaft u. s. w. ^ dass ein solcher Denker 
so blutwenig für die Klärung des Begriffes vom Unendlich- 
kleinen gethan hat (wie denn auch die noch jüngst aus seiner 
Schule hervorgegangenen und hieher gerichteten Bestrebungen 
arg verfallt sind), und plan gar nichts gethan hat für die hie- 
mit zusammenhängende philosophische Betrachtung der irra- 
tionalen Zahlen, muss im höchsten Grade befremdlich erscheinen. 
Mit den eben angeführten Thematen stehen gewisse andere, 
die an die Existenz der geometrischen Gebilde anknüpfen, in 
einem Zusammenhange, der später dai^legt werden wird : auch 
hier lässt uns Kant, insbesonders auch seine berühmte Lehre von 
der reinen Anschauung, völlig im Stiche. Eine Erklärung für 
diese Lückenhaftigkeit des Kant'schen Denkens verspare ich 
auf eine spätere Stelle, an der ich zeigen werde, inwiefern meine 
vorliegende Schrift, wiewohl keineswegs dem System Kant's, 
so doch seinem Sinne gemäss ist. 

Manche sonst hieher gehörige Aeusserungen Fichte's und 
HegeFs sind gleichwohl zu verschwommen, als dass sie schon 
an dieser Stelle eine Erwähnung verdienten; ein Gleiches gilt 
leider auch von Herbart, der übrigens in der fraglichen An^ 
geiegenheit vielfach mit Hegel übereinstimmt. Hier erwähne- 
ich darum nur noch eine charakteristische und vielfach zu con- 
statirende Art, an der Existenz des progressiven Triebes da- 
durch vorbeizukommen, dass man eine Aeusserung des thetischeo 
Triebes, nämlich die Abstraction eine ungebührliche Rolle spielen 
lässt : viele Erscheinungen, die man schlechtweg auf Abstraction 
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lEurückgeführt hat, sind, genauer besehen, nur dann zureichend 
T-erständlich, wenn ausser dem Abstrahiren und mit demselben blos 
zusammenwirkend auch der progressive Trieb gewaltet hat. Wir 
^urerden sehen, dass hierin u. A. auch Beneke irrte, wiewohl dieser 
Forscher speciell für geometrische Fragen eine sogar übertriebene 
Anwendung vom progressiven Triebe gemacht hat, und noch 
in jüngster Zeit ist Sigwart einem ähnlichen Fehler verfallenes) 
Diese Andeutungen dürften vorläufig genügen. Wir müssen 
jetzt zu Untersuchungen ganz anderer Art übergehen. Der 
progressive Trieb möchte immer ein Angefangenes fortsetzen; 
4er synthetische Trieb möchte immer ein in der Fortsetzung 
Begriffenes abschliessen. Aber es ist klar: unser Trieb fortzu- 
setzen entscheidet noch nicht darüber, ob wir in einem gegebenen 
Falle auch wirklich fortsetzen können und unser Trieb zusammen- 
jzufassen nicht darüber, ob wir in einem gegebenen Falle auch 
wirklich zusammenfassen können. Von sachlichen Momenten, 
nicht blos von dem, was wir gerne möchten, muss es abhängen, 
welcher der beiden Triebe in jedem gegebenen Falle Recht 
behalte und es entsteht die Frage wie diese sachlichen Momente 
aussehen ? Von vornherein könnte man femer meinen, dass die 
beiden Triebe einander aufhöben, wie zwei gleich große Kräfte, 
die an einem materiellen Punkte in entgegengesetzter Richtung 
angreifen : es muss gezeigt werden, dass nicht dieses mechanische 
Bild zutreffe, sondern ein anderes, wonach jene beiden Kräfte 
entweder, weil sie ungleich sind oder weil sie nicht in entgegen- 
gesetzter Richtung wirken, eine Resultiere&de besitzen. Und 
-endlich : nicht alle Resultierenden dieser Art — wir können schon 
hier verrathen, dass dieselben eben unsere Grenzbegriffe und 
-Grenzurtheile sind — sind gleichwerthig ; wir werden sehen, dass 
es neben gegenständlichen auch gegenstandslose Grenzbegriffe 
^ebe; und dass es neben wahren Grenzurtheilen auch falsche 
geben müsse, ergibt sich daraus, dass Verneinung eines wahren 
Urtheils ein falsches ist, ohnehin von selbst. Wie für die höhere 
Analysis die Begriffe einerseits der divergenten Reihe und überend- 
iichen Summe: (1 -f-2 -4- 3 + . . • in infin.), andererseits der con- 
vergenten Reihe und enolichesL Summe: (1 -hi-j-:i + ..* in-+- 
in infin.); keineswegs vom gleicher Bedeutung sind^ wiewohl in 
Jedem von ihnen sowohl der progressive wie der synthetische Trieb 
mit idealer Au«giebigkeit sich bethätigt haben> so könnte es auch 
^uf anderen Gebieten sich verhalten. Und, um noch auf einen 
Punkt van besonderer Wichtigkeit hinzuweisen: vielleicht gibt 
es auch hier Kegeln, die den Convergenzkriterien der Reihen- 
theorie analog sind, und insofern eine Art allgemeinerer Con- 
vergenzkriterien der Grenzbegriffe überhaupt darstellen würden ; 
gäbe es solche Regeln aber nicht, so wäre den Gründen nachzu- 
forschen, die ihrem Aufkommen entgegenstehen. Von dieser Art 
werden die Untersuchungen sein, denen wir uns jetzt zuwenden. 



II. C a p i t e 1. 

Allgemeine Gesetze der Reihenbildung; die Reihenbil 
düng auf dem Gebiete der secundären Qualitäten. 



Nehmen wir an, es sei eine Mehrheit gewisser — ich wähle 
hier absichtlich einen möglichst allgemeinen Ausdruck — gewisser 
Inhalte gegeben, und wir hätten ein Interesse daran, diese Mehr- 
heit zu vergrössern, sie fortzusetzen. Sollte dies nur irgendwie 
ins Blaue hinein geschehen, so wäre dies freilich recht leicht; 
aber es wäre nicht ebenso leicht zu sagen, was ftir einen An- 
theil an einem solchen Unternehmen die bestimmte Mehrheit 
habe, von der wir ausgingen: mit jener schrankenlosen Belie- 
bigkeit hätte auch jede andere Mehrheit fortgesetzt werden 
können. Nicht eine solche Fortsetzung also kann es sein, die 
wir hier im Sinne haben. 

Durch die Mehrheit der gegebenen Inhalte muss deren Fort- 
setzung nach einer oder mehreren Richtungen vorgeschrieben 
sein. Zu diesem Behufe müssen die fraglichen Inhalte selbst 
irgendwie angeordnet^ abgestuft sein und diese Anordnung oder 
Abstufung muss richtunggebend wirken. In welcher Weise dies 
der Fall sein könne, leuchtet aus einigen Beispielen ohneweiters 
ein. So kann die Mehrheit der durch die Wörter: „fünf," 
„sechs," „sieben" bezeichneten Inhalte als nach dem Princip 
geordnet, dass sechs aus fünf und sieben aus sechs durch Ver- 
mehrung um Eins entsteht, angesehen werden : hiemit wäre eine 
der möglichen Richtungen zur Vermehrung jener Inhalte (um 
die durch die Wörter: „acht," „neun** u. s. w. bezeichneten In- 
halte) angegeben ; andererseits können eben jene vorgelegten In- 
halte auch gemäss dem Princip, dass sechs aus sieben und fünf 
aus sechs durch Verminderung um Eins entsteht, aufgefasst 
werden : hiemit wäre eine zweite Richtung zur Vermehrung der 
Inhalte (um die durch die Wörter: „vier," „drei" u. s. w. be- 
zeichneten Inhalte) angegeben. Analog können, wenn als ur- 
sprüngliche Inhalte drei Punkte gegeben sind, die auf einer 
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— kurz ausgedrückt : — von meiner Linken zu meiner Rechten 
laufenden Geraden liegen, dieselben um Punkte vermehrt werden, 
die auf jener Geraden rechts von dem rechten und links von 
dem linken Punkt liegen : hiemit sind bereits zwei Sichtungen 
zur Vermehrung der ursprünglichen Inhalte namhaft gemacht. 
Wird nun ferner bemerkt, wie zwischen dem linken und rechten 
Punkte der dritte mitten inne liegt, so kann man hieraus die 
Aufgabe ableiten, der bemerkten Beziehung gemäss Punkte auf- 
zusuchen, die zwischen je zwei der gegebenen liegen, wodurch 
die Vermehrung der ursprünglichen Inhalte nach einer neuen 
Richtung nämlich nach innen ermöglicht erscheint. — Wären nun 
aber immerhin Inhalte gegeben von der Art, dass zwischen ihnen 
eine richtunggebende Anordnung besteht; überdies eine An- 
ordnung, die unser Interesse zu erregen im Stande ist, hierin 
also ungleich z. B. dem trivialen Umstände, dass alle Körper 
irgendwie im Baume und alle Bewusstseinszustände irgendwie 
in der Zeit angeordnet sein müssen; ein Umstand, gegen den 
wir abgestumpft sind ; — so brauchte darum eine Vermehrung 
jener Inhalte gemäss einer in ihnen enthaltenen und nun auch 
charakteristischen Bichtung noch keineswegs möglich zu sein: 
die Beschaffenheit der Inhalte könnte Dem im Wege stehen. So 
könnte für die Anordnung der vier Evangelien deren Abfassungs- 
zeit, oder irgend ein anderer noch so bemerkenswerter Umstand 
massgebend gewesen sein, — keiner dieser Umstände wird es 
ermöglichen, die Vierzahl der Evangelien zu überschreiten. Man 
erkennt leicht, dass es an dem Begriffe, unter welchen die ge- 
gebenen Inhalte als Gegenstände fallen, liegt, wenn dieselben, 
nach welcher Richtung man es auch versuchen möge, über eine 
gewisse Anzahl hinaus nicht vermehrt werden können. 

Und endlich: es seien gegebene Inhalte nach einer cha- 
rakteristischen Richtung angeordnet, und durch den Begriff 
dieser Inhalte sei unser Gelüste, uns ah Gegenständen desselben 
zu bereichern, nicht beschränkt, — so wird, ob eine solche Be- 
reicherung wirklich statthaben könne, immer noch von einer 
Bedingung abhängen, die — the last, not the least — jetzt nam- 
haft gemacht werden soll. Die Erweiterung gegebener Inhalte, 
zwischen denen gewisse Beziehungen walten, kann offenbar 
nur dadurch bewirkt werden, dass vermöge dieser Inhalte und 
ihrer Beziehungen indirecte Vorstellungen solcher Inhalte, die 
direct nicht gegeben sind, gebildet werden: und von der Be- 
stimmtheit, welche wir diesen indirecten Vorstellungen zu ver- 
schaffen im Stande sind, wird es abhängen, ob ihre Erwerbung 
als eine wirkliche Errungenschaft bezeichnet werden kann. Be- 
zeichnen wir die gegebenen Inhalte durch die Buchstaben a 
und b, und die zwischen ihnen waltende Beziehung durch das 
Divisionszeichen, so kann man freilich vermöge der Proportion 
a : b = b : X, ein x als Etwas denken, von dem wir, wie es 
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auch sonst beschaffen sein möge, jedenfalls die Eigenschaft 
^^^^ kennen: zu b in einer uns bekannten Beziehung zu stehen*^; 
' ^ - dass aber hier eine der Rede werte Vorstellung des x vorliege, 
Y^ l/b'itf jg^ hiemit noch keineswegs verbürgt: dies hängt vielmehr noch 
^/- von dem speciellen Charakter jener Inhalte und ihrer Be- 
ziehung ab. 
' ' ^ Hier sind insbesonders zwei Fälle möglich. Entweder a 

,",*.^^/'^ und b und die Beziehung zwischen beiden ist von der Art, 
^ dass uns an b als das wesentlichste Merkmal (aus welchem wir 
\^ , 7^^ uns etwa zutrauen, alle anderen ableiten zu können) eben die 
^IJL Thatsache gilt, dass es zu a in der fraglichen Beziehung steht 
"""^ oder anders ausgedrückt: aus a durch Anwendung dieser Be- 
y, Xv Ziehung hervorgegangen ist, und wir haben Grund, diese Ansicht 
' Ar a^ch auf das Verhältnis zwischen b und x zu übertragen, dann 
' ^ CxijC. wird uns begreiflicher Weise jene indirecte Vorstellung des x 
.^ frommen: denn man kann sagen, dass vermöge ihrer x ge- 
' ,: schaffen werde. So steht die Sache, wenn a und b Anzahlen 
'/sind, und die Beziehung, die zwischen ihnen besteht, die ist, 
dass b um Eins grösser ist als a oder anders ausgedrückt : aus 
a durch Vermehrung um Eins hervorgegangen ist. Setzen wir 
a als bekannt voraus, so können wir aus der Eigenschaft von 
b: gleich (a-|-l) zu sein, welche die „Definition" von b aus- 
macht, alle anderen Eigenschaften von b ableiten und Analoges 
nehmen wir dann auch von dem x an, das gleich (b + 1) ge- 
dacht wurde. Und wie die Anwendung der Vermehrung um 
Eins auf a in b ein Resultat ergab, das dem a sehr ähnlich 
ist, jedenfalls in der Beziehung ähnlich, dass auch auf b die 
Vermehrung um Eins anwendbar ist, so nehmen wir auch an, 
es werde das Resultat dieser Vermehrung, x, dem b insofern 
ähnlich sein, dass auch auf x die Vermehrung um Eins an- 
wendbar sei. Vermöge der Proportion b : x = x : y kommen wir 
somit zu einer neuen „Anzahl", zu y, die in derselben indi- 
recten, aber diesfalls zureichenden W'eise bekannt wird, in 
welcher früher x bekannt wurde, von y in analoger Weise zu 
z, u. s. w. Ueber die Berechtigung der im beschriebenen Ge- 
dankengange gemachten Annahmen wird noch an späterer Stelle 
zu sprechen sein: jedenfalls ist klar, dass bei Zugestehung der- 
selben die Anzahlenreihe als unbegrenzt fortsetzbar gelten muss. 
Und an der Unbegrenztheit der Anzahlenreihe nehmen dann 
eine Fülle anderer Reihen Theil, wie z. B. die durch das Symbol 
* 1111 
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bezeichnete Reihe: -, --, -, ••• ~ in infin., oder irgend ein 

periodischer Decimalbruch, etwa:0"6262. . ., mit dem allg. Glied: 

6 2 

T— - -4- r:r-r/ Und schon das letzte, uns Allen vertraute Bei- 

spiel eines periodischen Decimalbruchs ist, wenn dessen Periode 
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mehr als ein Glied beträgt, — man betrachte etwa: 0*623 623...— 
geeignet, eine Bemerkung über die zwischen den Gliedern einer 
Reihe waltende Beziehung nahezulegen. Man bemerkt ohne- 
weiters, dass in jenem Decimalbruche nicht nur — des wach- 
senden Nenners wegen — kein Posten wiederkehrt, worüber 
die Wiederkehr der gleichen Ziflfem nicht hinwegtäuschen darf; 

sondern dass auch nicht 77; zu —^^ sich verhält, wie -77:0 : r-, : 

10 10* 10 10* 

so dass, falls als Reihenglieder die durch die einzelnen Ziffern 

bezeichneten Zahlen betrachtet würden, die Reihe nicht als gemäss 

unserer Proportion a : b = b : x gebildet erschiene. Wohl aber 

6 2 6 2 

verhält sich — : —^ = — ^ : -- ^, d. h. das Bildungsgesetz der 

Reihe ist ein der Proportion ai : bi = a2 : x gehorchendes, 
worin a2 das dem x vorhergehende Glied, dagegen ai und bi die 
entsprechenden Glieder einer früheren Periode darstellen ; oder 
aber man kann unsere alte Proportion a : b = b : x dadurch auf- 
recht erhalten, dass man unter a und b und infolge dessen auch 
unter x nicht die durch eine einzelne Ziffer, sondern die durch 
die Ziffern einer ganzen Periode bezeichnete Zahl versteht. C ^J 
Die letztere Auffassung ist aber nicht mehr möglich bei solchen ^ ' / 
Decimalbrüchen, durch welche irrationale Zahlen dargestellt ^, 
werden ; hier herrscht in der Beziehung zwischen den ein- ~ ^ ' 
zelnen Reihengliedern eine Veränderlichkeit, die durch künstliche 
Zusammenfassung gewisser Posten nicht weggeschafft werden / 
kann. Diese Veränderlichkeit muss sogar eine unbegrenzte sein, 
da ein jeder Deeimalbruch von blos beschränkter Veränder- ^ ^, 
lichkeit abermals ein periodischer wäre und deshalb bekanntlich ^ ^^ / 
nur eine rationale Zahl darstellen würde. Trotzdem ist eine 
beliebig weitgehende Entwicklung einer solchen hier nur bei- 
spielshalber in Decimalbruchform gedachten irrationalen Zahl 
möglich und zwar darum, weil wir uns jener Beziehung mit- 
samrat ihrer unbegrenzten Veränderlichkeit genau bewusst sind 
und sie in einer Weise, die noch später intensiv beleuchtet 
werden soll, in der Hand haben. 

Ganz anders steht die Sache in dem zweiten der beiden, 
oben angekündigten Fälle. Man nehme an, zwischen den In- 
halten einer Reihe bestehe allerdings eine gewisse Beziehung, die- 
selbe sei aber — mit der gesammten Beschaffenheit dieser Inhalte 
verglichen — von verhältnismässig nebensächlicher Bedeutung: 
so wird eine indirecte Vorstellung, durch welche ein neuer In- 
halt vermöge einer solchen Beziehung eingeführt wird, mag 
immerhin diese Einführung nach demselben »Schema geschehen, 
wie im ersten Falle doch nicht denselben Wert haben, wie eine 
indirecte Vorstellung des ersten Falles. Dies wird a fortiori 
dann gelten, wenn wir uns jener Beziehung nur ungenau bewusst 
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sind ; etwa gar so ungenau, dass wir nicht einmal angeben 
können, ob dieselbe die ganze Reibe jener Inhalte hindurch als 
die gleiche beharre oder aber sich ändere, geschweige dass wir, 
falls die letztere Eventualität zuträfe, das Gesetz dieser Ver- 
änderung besässen, und z. B. auch nur wüssten, ob dieselbe 
eine beschränkte oder unbeschränkte sei. Und die üngenau- 
igkeit unseres Bewusstseins von einer Beziehung wird natürlich 
dahin zurückwirken, deren Bedeutung auf das oben angedeu- 
tete Ausmass herabzudrücken. 

Es ist nicht schwer, zu zeigen, dass dieser zweite Fall kein 
fingirter sei und ich knüpfe den Nachweis hiefür an die Be- 
merkung Locke's an, wonach es Vorstellungen (ideas) unend- 
licher Weisse (whiteness) oder unendlicher Süssigkeit darum nicht 
gebe, weil — wenn wir uns hier eine Weile der irreführenden 
Redeweise Locke's anschliessen — die Vorstellungen von weiss 
und süss keine Theile besitzen ; sie seien daher des Wachsthums 
durch die Hinzufügung gleicher oder geringerer Theile nicht 
ßlhig^). Daher rühre es, dass, wenn ich zu der Vorstellung der 
weissesten Weisse, die ich habe, die Vorstellung einer gerin- 
geren oder gleichen Weisse hinzufüge (denn die einer grösseren 
Weisse kann ich der Voraussetzung gemäss nicht hinzufügen), 
hiemit keine Vergrösserung und kein Wachsthum, eher eine 
Abnahme meiner ursprünglichen Vorstellung bewirkt wird; und 
man nenne darum dergleichen Vorstellungen, wie es diejenigen 
verschiedener Weisse sind, Grade. Der Gegensatz solcher 
Vorstellungen zu denjenigen, welche, wie etwa die des Raumes, 
Theile besitzen, springt ohneweiters in die Augen; und dieser 
Gegensatz, der durch die Schlagwörter Quantität und Inten- 
sität bezeichnet zu werden pflegt, wird hier dafür verantwortlich 
gemacht, dass wir in dem einen Falle zu Vorstellungen von 
etwas Unendlichem kommen, in dem anderen nicht. 

Dass nun der Altmeister der empirischen Psychologie 
hiemit zwei grosse Classen von Vorstellungen namhaft gemacht 
habe, von denen die eine hinsichtlich der Bildung und unbe- 
grenzten Fortführung einer Vorstellungsreihe weit günstiger 
gestellt ist, als die andere, soll hier nicht bestritten werden; 
hingegen ist jene Bemerkung kein Schritt auf dem Wege zur 
Begründung dieses Unterschiedes. Es genügt, die oben dar- 
gelegten allgemeinsten Gesetze der Reihenbildung auf den sehr 
speciellen Fall der von Locke herangezogenen „secundären Qua- 
litäten" — ich beginne mit derjenigen der Farbe — anzuwenden, 
um vermöge der hieraus wirklich resultierenden Erkenntnis 
jenen Mangel ersichtlich zu machen. 

Es wird in unserem Falle, wenn man die Sachlage, wie 
sie nach den mannigfachsten wissenschaftlichen Bemühungen 
um dieselbe vorliegt, erwägt, nicht allzu schwer sein, sich auf 
einen Standpunkt zurückzuversetzen von ungefähr derjenigen 
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l^aivetät, wie sie bei Beurtheilung des Raumes und der Zeit 
als unendlicher Grösse vorlag. Nun darf trotz allen Streitfragen, 
die unter den namhaftesten Forschern gerade auf diesem Gebiete 
herrschen^ soviel als endgiltig festgestellt gelten, dass dasjenige, 
was man bei unbefangener und psychologisch richtiger Betrach- 
tung als nach Farbenart mit Flächen verknüpft und darum 
ganz allgemein als Farbeneindruck ansehen muss, einer stetigen 
Mannigfaltigkeit angehört, die nach drei Gesichtspunkten (und 
zwar: des Farbentons, der Intensität und der Sättigung) an- 
geordnet ist. Ein vierter Gesichtspunkt, derjenige der Dauer 
eines Farbeneindrucks, kommt, da er für Farbeneindrücke nicht 
charakteristischer ist, als für irgend welche andere Bewussti^eins* 
Inhalte, hier nicht eigentlich in Betracht, und kann, ebenso wie 
auch die räumliche Form, in welche Farbeneindrücke stets 
gegossen sind, vom Farbenmässigen selbst mit vorzüglicher 
Deutlichkeit abgegliedert werden. Hieraus geht zugleich ohne 
weiteres hervor, dass die blosse Mehrerleiheit jener drei Hin- 
sichten, nach welchen das Farbencontinuum anzubauen ist, 
nichts daran zu verschlagen brauchte, dass wir im Stande wären, 
Farben nach jeder einzelnen solchen Hinsicht und unter Fest- 
haltung individueller Determinationen der beiden anderen, mit 
ihr verschwisterten Hinsichten mühelos aneinanderzureihen : 
wären nur unsere drei Hinsichten so wohl von einander unter- 
scheidbar, wie z. B. das Farbigsein einer Fläche und das 
Flächenhaftsein einer Farbe voneinander unterscheidbar sind, 
80 würde jene Reibenbildung, vorausgesetzt dass ihr keine 
anderen Hindernisse im Wege stehen, recht wohl vor sich gehen 
können. Und hieran würde auch der weitere Umstand, dass 
die drei Anordnungsprincipien des Farbencontinuums nicht in 
abstracto angebbar, sondern nur empfindbar sind, nichts zu 
verschlagen brauchen; denn allerdings kann, dass eine Farbe 
z. B. gesättigter ist, als eine andere, nur empfunden werden 
und es involviert dies eine gewisse Ungenauigkeit, gegen welche 

z. B. die Reihe d j ^- j mit ihrem Reihenprincip : ,jedes folgende 

Glied halb so gross, wie das vorangehende" besonders merk- 
lich absticht. Aber auch das Nebeneinander von Punkten 
oder Strecken im Räume und auch das Nacheinander von Augen- 
blicken oder Intervallen in der Zeit kann nur empfunden und 
nicht mehr in abstracto angegeben werden: trotzdem konnte 
die Loslösung des Räumlichen von dem, was sich im Räume 
befindet und des Zeitlichen von den Ereignissen, die in der Zeit 
verlaufen, ohne Anstand erfolgen und mit den so losgelösten 
Bestimmungen die durch unsere Interessen bedingte und unserem 
Geiste so genehme Dehnung vollzogen werden. Und wenn 
man einen schärferen Blick auf die oben angeführte Zahlen- 
reihe wirft, so wird man erkennen, dass auch der ihrem An- 





oränuugsprincipe ej|«enthiimliche Schliff uad dessen ExÄCtheil nur 
daher rührt, dass^eselbe eine Spätgeburt anderer Reihen, in 
letzter Linie der Anzahlenreihe ist; vermöge dessen kann jenes 
Princip mit der Deutlichkeit eines wohl zergliederten Begriffs- 
inhaltes angegeben werden. Geht man aber auf die Anzahlen- 
reihe selbst zurück, so gilt von dieser selbst abermals, dass das 
ihr eigenthümliche Reihenprincip der Vermehrung um Eins er- 
lebt — um nicht zu sagen : empfunden — werden muss, ohne 
uns weiterhin durch Zergliederung seiner Bedeutung näher ge- 
rückt werden zu können. Die trotzdem in idealem Ausmasse 
vorhandene Fortsetzbarkeit der Anzahlenreihe beweist, dass ein 
solches Erlebnis genügen kann und es lässt sich ganz allgemein 
begründen, dass allen Reihen von noch zergliederbaren Reihen- 
principien solche — um den obigen Ausdruck beizubehalten — 
von blos erlebbarem Reihenprincipe zu Grunde liegen^). 

Wenn wir nun aber weiter hören, dass die Anordnungs- 
hinsichten des Farbencontinuums keineswegs in jener reinen 
Weise von uns auseinandergehalten werden können, in der wir, 
um an die obigen Beispiele zu erinnern, Dauer und Qualität, 
oder Qualität und Flächenhaftigkeit eines Farbeneindrucks 
thatsächlich auseinanderzuhalten vermögen; in der wir, um 
noch einige andere Fälle derselben Art zu erwähnen, die Gerad- 
heit einer Linie von ihrer Länge, die Ortsveränderung eines 
Beweglichen von diesem selbst unterscheiden, so werden wir 
es ohneweiters begreiflich finden, dass die Reihenbildun^ nach 
keiner einzigen jener Hinsichten mit derjenigen Verve, die nur 
dem Gefühle einer gewissen Sicherheit des Fortschreitens ent- 
springen kann, zu Stande kommen kann. Und es lässt sich 
zeigen, dass ein solches, Zögern oder gar Stocken der Aeusserung 
unseres progressiven Triebes bei analoger Sachlage auch auf 
andei'en Geoieten eintreten wird, die von demjenigen der Farben- 
empfindungen weit abliegen. 

In der That sind nun jene Anordnungsprincipien, wie aus 
mannigfachen Erscheinungen hervorgeht, nicht unabhängig von 
einander. Angenommen, man wollte an einer Farbe Ton und 
Sättigung festhalten und nur ihre Intensität variiren lassen, so 
würde die veränderliche Lichtstärke gar bald unsere Beurtheilung 
der Sättigung beeinflussen. Lichtstarke, gesättigte Farben er- 
scheinen weisslich, also wenig gesättigt; und man kann durch 
Intensitätssteigerung jede Farbe, auch Roth in Weiss über- 
führen*). Aber die Veränderung der Lichtstärke beeinflusst weiter- 
hin auch unsere Beurtheilung des Farbentons. Wir bezeichnen 
lichtschwache, gesättigte Farben als dunkel z. B. lichtscbwaches 
Blau als dunkelblau; ebenso ist nach Uelmholtz^) olivengrün 
nichts Anderes als lichtschwacbes Grün, braun ist lichtschwaches 
Gelb, rothbraun ist lichtschwaches Roth. Ob aber ein naives Be- 
wusstsein der Versuchung wideratehen werde, dunkelblau, oliven- 
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grün, braun und rothbraun als dem Farbenton nach verschieden 
anzusehen, möchte ich bezweifeln. Und wenn umgekehrt licht- 
starkes roth oder gi*ün in gelb übergeht, so muss zugestanden 
werden, dass auch für ein noch so geübtes Anschauen ähnliche 
Irrungen unvermeidlich sind. Es ist ferner bekannt, dass Farben 
jedes Farbentons bei Herabminderung ihrer Intensität in Schwarz 
übergehen; wenn trotzdem das ganze Älterthum hindurch, wie 
auch noch Goethe Schwarz (sowie auch Weiss) als eine gerade- 
so selbständige Farbennuance, wie etwa roth oder blau eine ist, 
galt*), so beweist dies abermals, dass die unbewaffnete psycho- 
logische Wahrnehmung sich nicht daran stösst. in eine Farben- 
entwicklungsreihe Glieder einer anderen einfliessen zu lassen. 
Man könnte behaupten, dass den genannten Anordnungs- 
principien des Farbencontinuums wohl eine physikalische, aber 
keine ebenso durchgreifende psychologische Bedeutung zukomme; 
oder, was auf dasselbe hinausläuft, dass nicht durch das ge- 
sammte dreidimensionale Farbencontinuum hindurch zwischen 
benachbarten Gebieten desselben immer auch eine natürliche 
Verwandtschaft bestehe. Aber die Befriedigung, welche auch unsere 
unmittelbare psychologische Wahrnehmung an dem Farben- 
continuum empfindet, wenn es vermöge jener Principien nur 
erst aufgebaut worden ist, würde dem widerstreiten. Und so 
wird man sich denn den angeführten Thatsachen gegenüber 
wohl kaum anders benehmen können, als indem man zugesteht, 
man sei sich der Beziehungen zwischen den Farbeninhalten, ver- 
möge deren das dreidimensionale Continuum derselben zu Stande 
kommt, wohl unmittelbar bewusst, aber zu ungenau bewusst, 
als dass man nicht häufig Gefahr liefe, die Aehnlichkeit zweier 
solcher Inhalte nach der einen Hinsicht als Aehnlichkeit dei'selben 
nach einer anderen der hier möglichen Hinsichten passiren zu 
lassen. Hieraus folgt unmittelbar, dass diese Beziehungen iwm sein 
werden im Vergleich zu den Inhalten, zwischen denen sie be- 
stehen, und mögen sie immerhin in der oben dargelegten Weise 
in indirecte Vorstellungen eintreten, jedenfalls nicht wohlhabend 
genug, um solche Vorstellungen mit Lebenskraft ausstatten zu 
können. So sieht man denn, dass wenigstens die markanten 
Glieder sowohl der Farbenton-'), als der Sättigungsreihe nicht 
durch indirecte Vorstellungen von uns geschaffen werden können, 
sondern durch directe Vorstellungen uns dargeboten werden 
müssen. Von was für im allgemeinen künstlich zu bewerkstelligen- 
den Umständen solche Darbietung abhängt, leuchtet ein, wenn 
man z. B. die Höhenpunkte der Sättigungsreihe berücksichtigt. Die 
gesättigtestep Farben, die wir kennen, werden noch nicht ein- 
mal durch die (ja auch verhältnismässig selten uns aufstossen- 
den) Spectralfarben schlechtweg dargestellt, sondern erst durch 
eben diese Spectralfarben bei Ermüdung des Auges gegen die 
betreffenden Complementärfarben**). Und eine ähnliche Erfahrung 
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muss uns — um auch an ein markantes Glied der Intensitäts- 
reihe zu erinnern — darüber belehren, dass auch unser Augen- 
schwarz noch einer tieferen Verdunklung filhig ist^). 

Auf Schwierigkeiten, welche selbst der Festhaltung eines 
concreten Elementes des Farbensystems entgegenstehen können , 
(wie denn z. B. der Eindruck eines hellen Weiss durch Er- 
müdung abnimmt), und auf solche, welche aus dem Zusammen- 
vorstellen von Farben entspringen (wie sie z. B. im Contrast 
und in der Irradiation vorliegen) glaube ich, wiewohl auch 
hiedurch charakteristische Unterschiede zwischen den Farben- 
reihen und z. B. den mathematischen Reihen bedingt sind, nicht 
näher eingehen zu müssen; auch habe ich den abschätzigen 
Urtheilen allgemeinerer Natur, welche unser Auge hinsichtlich 
der Farbenauffassung im Gegensatze zu seiner Fähigkeit, räum- 
liche Unterschiede zu erkennen, oft hat erfahren müssen, nichts 
hinzuzufügen und brauche dann andererseits ebensowenig die Art 
und Weise zu erörtern, wie da und dort unser Verstand der- 
artige Mängel der Sinnlichkeit zu corrigiren vermag. Sehen wir 
vielmehr zu, wie es nach allem Nachtheiligen, das über die 
Anordnungsprincipien des Farbensystems gesagt worden ist, mit 
der Möglichkeit steht, auch auf diesem Gebiete zu jenen eigen- 
artigen Begriffen zu gelangen, welche den Hauptgegenstand der 
vorliegenden Schrift bilden und für welche das Walten des 
progressiven Triebes von einer Bedeutung ist, die, sofern sie 
nicht ohneweiters einleuchtet, im Laufe unserer Unsersuchungen 
immer klarer und klarer werden wird. 

Hier ist es nun einigermassen überraschend, dass solche 
Begriffe, Grenzbegriffe, trotz alledem keineswegs gänzlich 
mangeln. Zwar liefert die Farbentonreihe dergleichen nicht; 
da bekanntlich die Purpurnuancen eine Brücke von violett 
hinüber zu roth bilden und demnach diese Reihe eine in sich 
zurücklaufende ist. Mit den beiden anderen Anordnungs- 
principien hingegen steht die Sache günstiger, da dieselben 
nicht so beschaffen sind, dass sie eine ihnen gemässe Fortsetzung 
von Farben hindern. Und dem entspricht es, dass in der That 
in der Intensitätsreihe die Begriffe eines tiefsten Schwarz, 
und eines hellsten Weiss, in der Sättigungsreihe die Begriffe 
einer absolut gesättigten Farbe und eines weissesten 
Weiss Begriffe von ungefähr derjenigen Art sind, die wir später 
in ausgeprägterer Form noch sattsam kennen lernen werden. 
Auch möchte ich nicht unerwähnt lassen, dass einige charak- 
teristische Eigenthümlichkeiten von Grenzbegriffen, die uns 
noch vielfach beschäftigen werden, schon an jenen beiden 
Begriffspaaren anzutreffen sind: so stellt sich, wenn die Begriffe 
des hellsten und des weissesten Weiss aequipoUent sind, d. h. 
wenn unter sie dieselben Gegenstände fallen, schon hier heraus, 
dass ein Begriff als Grenzbegriff zweier verschiedener Reihen 
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auftreten kann; und, da ein absolutes Schwarz nicht mehr ge- 
sehen werden kann^°), also im eigentlichen Sinne keine Farbe 
mehr darstellt, so haben wir schon hier den wichtigen Fall vor 
uns, dass unter Umständen von der Grenze einer Reihe 
erheblich andere Eigenschaften gelten, als von den Gliedern 
der Reihe selbst. 

Was ferner die Möglichkeit anlangt, die Farbenreihe nach 
innen fortzusetzen dadurch, dass man die Intervalle zwischen 
gewissen gegebenen Farben ausfüllt, so darf man wohl be* 
haupten, dass wir hiezu bis zu einem gewissen Grade be&higt 
sind. Selbst ein Positivist wie Hume hat dies zugestanden, 
wiewohl ein solches Zugeständnis in seine Theorie von dem Ver- 
hältnis der „ideas^^ zu den „impressions^ nicht sonderlich passte. 
Insbesonders nach der Sättigungs-^^) und Intensitätsrichtung 
scheint jene Ausfüllung mühelos vor sich gehen zu können. 
Schon hier, wie auch im Tongebiete kann die Frage, der 
später bei Untersuchung der Mannigfaltigkeiten des Raumes 
und der Zeit eine gründliche Erörterung angedeihen wird, 
wenigstens aufgeworfen werden: ob die Stetigkeit, welche 
wir dem Farbensysteme nach allen Richtungen seiner Anordnung 
zuschreiben, bereits in den gegebenen Inhalten vorgefunden und 
empfunden, oder aber erst durch unsere, dem progressiven 
Triebe nachgebende und hier nivellirend wirkende Phantasie 
geschaffen werde. Muss nun aber gleichgiltig, woher sie stamme, 
solche Stetigkeit anerkannt werden, so entspringt hier in dem 
Begriffe der Gesammtheit aller derjenigen Elemente 
des Farbensystems, welche zwischen irgend zwei 
gegebenen Elementen desselben (in einem freilich noch 
näherer Präcisirung bedürftigen Sinne des Wortes:) „exis- 
tieren", der Begriff eines unendlichen Inbegriffes^^) ; abermals 
einer derjenigen Begriffe, deren Erörterung die vorliegende 
Arbeit sich zum Ziele gesetzt hat. 

Nachdem wir hienach die von Locke nur gestreifte Frage, 
warum eine Farbenreihe gegenüber den aus Zahl-, Raum- und 
Zeitelementen aufgebauten Reihen hinsichtlich ihrer Fortsetz- 
barkeit im Nachtheile sei, etwas erschöpfender behandelt haben, 
wird es nicht ohne Interesse sein, auch noch die anderen 
secundären Qualitäten auf ihre Tauglichkeit zur Reihenbildung 
hin kurz zu betrachten. Nach den Farben kämen hier zunächst 
die Töne in Betracht. 

Lassen wir die Klangfarbe eines Tones, als der Abstu- 
fungen wenig fähig, gänzlich aus dem Spiel, so muss vorerst 
bemerkt werden, dass auch hinsichtlich der dann noch übrig- 
bleibenden, eigentlichen Variablen des Tongebiets (Tonhöhe und 
-stärke) Erscheinungen eines ungehörigen Uebergreifens der 
einen Variablen in den Bereich der anderen, wie wir solche bei 
den Farbeneindrücken constatiren mussten, nicht vollständig 
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mangeln. Intensitätsabnahmen oder -zunahmen beeinflussen 
unsere Beurtheilung der Tonhöhe (so scheint z. B. eine aus- 
schwingende Stimmgabel je nach den Umständen ihre Tonhöhe 
zu vertiefen^^) oder zu erhöhen^*); ein schwächerer oder aus 
grösserer Entfernung kommender Ton mit einem stärkeren oder 
näheren verglichen erscheint ceteris paribus höher; es erscheint 
darum auch das Echo höher als der ursprtlngliche Laut u. dgl. m. ^^) ; 
umgekehrt gilt es, dass durch Tonhöhenunterschiede wenigstens, 
wenn dieselben beträchtlich sind, unsere Beurtheilung von Inten- 
sitäten nachtheilig beeinflusst werde"), und auch eine vortheil- 
hafte Beeinflussung dieser Art ist von iSolchen behauptet worden, 
die meinten, dass zur Erkenntnis von Veränderungen der Ton- 
stärke hiemit parallel erfolgende Veränderungen der Tonhöhe 
erheblich beitrügen^^). Schon das blosse Auftauchen solcher 
Schwierigkeiten, immerhin vorausgesetzt, dass dieselben durch 
fortschreitende Uebung und zweckdienliche Veranstaltungen auf 
ein Minimum herabgedrückt werden können, scheint mir zu be* 
weisen, dass unser Bewusstsein von Qualität und Intensität 
eines Tones, also von den möglichen Reihenprincipien einer 
Tonmannigfaltigkeit, kein sonderlich präcises sei. Wenn man 
dem gegenüber hält, wie gleichberechtigt die drei Dimensionen 
des Raumes sich zu einander verhalten, und wie das Fortschreiten 
nach der einen Dimension dem Fortschreiten oder Beharren in 
einer der beiden anderen Dimensionen nichts anhaben kann, so 
wird man den hier zwischen Ausdehnung einerseits und Ton- 
oder Farbendaten andererseits waltenden Unterschied wohl 
herausfühlen^®). 

Immerhin sind wir uns der Beziehung, wie sie ganz all- 
gemein zwischen Tönen verschiedener Höhe besteht, bewusster, 
als der analogen Beziehung bei den Farben. Daher rührt es, 
dass die Identität dieser Beziehung durch das ganze Tonhöhen- 
gebiet hindurch mit grösserer Berechtigung behauptet werden 
darf, als sie strenggenommen für das Farbentoncontinuum in 
Anspruch zu nehmen wäre*^). Daher rührt es dann fernerhin auch, 
dass man sich eine inhaltsreichere Vorstellung davon, wie zur 
Zeit unbekannte Töne sich ausnehmen müssten, wenn sie irgend- 
wann hörbar würden, zutraut, als davon, wie zur Zeit unbe- 
kannte Farben sich ausnehmen müssten, wenn sie irgendwann 
sichtbar würden^«): man bemerkt ohneweiters, wie hier die Ver- 
schärfung einer Reihenbeziehung eine Werterhöhung der ver- 
möge dieser Beziehung aufgebauten indirecten Vorstellungen 
neuer Reihenglieder zur Folge hat. Und daher rührt es letztheb, 
dass man dem Tonhöhengebiete, dessen unbegrenzte Fortsetzbar- 
keit vorausgesetzt, weitergehend auch Unendlichkeit zusprechen 
durfte^i): die Begründung des letzteren Prädicats beruht, so- 
weit sie überhaupt mögUch ist, in leicht ersichtlicher Weise auf 
der Eindimensionali tat jenes Gebiets, d. i. eben darauf, dass 
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sich in demselben nur eine Richtung (von ihrem Gegensätze 
natürlich abgesehen) entdecken lässt. 

In ähnlicher Weise lässt sich Unendlichkeit des Toninten- 
sitätsgebietes wenigstens nach der Richtung der anwachsenden 
Stärke hin begrtlnden^^) ; ^dagegen scheint es uns in der Natur 
und dem Begriffe der Empfindungsstärke zu liegen, dass sie nach 
unten hin eine Grenze, einen Nullpunkt besitzt. Hier kann 
aber die Frage gestellt werden, ob diese untere Grenze, bei 
Tönen also absolute Stille, jemals factisch eintrete.^ 

Was die Fortsetzbarkeit des Tonhöhen- und Tonstärken- 
gebiets nach innen anlangt, so dürfte hier ein den diesbezüg- 
lichen Farben Verhältnissen Analoges gelten: Zur Stetigkeit 
des Tonhöhenübergangs aufeinanderfolgender Töne ist bemerkt 
worden, dieselbe sei, da immer auch ein discreter üebergang 
stattfinden könne, jedenfalls nur möglich, nicht nothwendig 
(wie beim Räume) und bestehe darin, dass zwei Töne m und 
n die qualitativen Grenzen seien eines eigenartigen dritten 
Tones x, auf welchen sich freilich nur hinweisen, der sich 
aber nicht weiter definiren lasse, x beginnt mit m und endigt 
mit n, „ohne dass während der Dauer dieses x eine Mehrheit 
aufeinanderfolgender Töne in der Empfindung oder Vorstellung 
abliefe. W^enn c in g stetig übergeht, so kann nicht eine end- 
liche Zahl von Tönen dazwischenliegen, sonst wäre der Üeber- 
gang eben nicht stetig; aber auch nicht eine unendliche, was 
schon an sich absurd wäre. Es ist also Ein Ton, aber freilich 
keiner wie c und g; sondern ein Ton sui generis, darum oben 
als x bezeichnet, oder kurz und doch am genauesten: eine 
Tonbewegung. "28) Der Forscher, dessen Schilderung wir hier 
wiedergaben, erörtert weiterhin die Möglichkeit, dass wir es 
auch im Falle einer scheinbaren Tonbewegung mit discreten Ton- 
empfindungen zu thun hätten, deren Gesammtheit als stetig ent- 
weder blos darum erscheint, weil wir ihre Mehrerleiheit nicht 
bemerken, oder darum, weil wir aus den discreten Tonempfin- 
dungen stetige Tonvorstellungen vermöge unserer un- 
willkürlich productiven Phantasie herstellen, — in derselben 
Weise, wie nach E. H. Weber der blinde Fleck des Sehfeldes 
seiner Umgebung gemäss ausgefüllt werde. Eine ähnliche Be- 
trachtung würde wiederkehren, wenn man ernsten Anlass hätte, 
auch den Üebergang von einer Tonintensität zu einer anderen 
als durch discrete Stufen erfolgend anzunehmen^*). Leider scheint 
es zur Zeit unmöglich zu sein, über Stetigkeit oder Unstetigkeit 
weder des Tonhöhen-, noch des Tonstärkenübergangs eine end- 
giltige Entscheidung zu treffen^^). Uebrigens möchte ich schon 
hier erwähnen, dass Stetigkeit in dem blos psychologischen 
Sinne verstanden, den dieses Wort in den vorstehenden Aus- 
führungen und etwa auch in dem Satze: „Stetigkeit ist für die 
Wahrnehmung überall mit innerer Unendlichkeit zugleich ge- 
Kerry, System einer Theorie der Grenzbegriffe. 3 
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len und um^etehrt" ^6) nbesitz 
einem strengeren Sinne dieses Wortes, dem wir später begegnen 
werden. 

Fassen wir die für unser Thema charakteristischen Begri£Pe 
zusammen, welche der Betrachtung des Tongebietes entspringen, 
so bemerken wir, dass auch hier die Ausbeute eine Verhältnis- 
massig geringe ist. Die Begriffe eines höchsten und tiefsten, 
sowie derjenige eines stärksten Tones erweisen sich vermöge 
der äusseren Unendlichkeiten des Tongebietes, die oben be- 
sprochen wurden, als mit einer Unverträglichkeit behaftete 
und darum illusorische Begriffe; genauer: als ge genstandslose 
Grenzbegriffe, wie wir solche in verftihrerischeröt Föi'in uocTi 
sattääin keimen lernen werden. Die Gegensta ndslosi gkeit dies er 
Begriffe aussagenden _Sätze: „einen höchsten, tiefsten, stärksten 
es nicht" fallen unter eine der primitivsten Arten 
derjenigen Urtheile, welche sich auf Grenzbegriffe beziehen 
können, oder wie wir uns künftig — mehr kurz als gut — auch aus- 
drücken wollen: der Grenz urtheile. Wir trafen im Ton- 
gebiete ferner den Begriffner Intensität, Null, der absoluten 
Stille an, ein Q^yenzb^g riff f von dem Aehnliches zu sagen 

dem bei Besprechung des Farbengebiets er- 



wäre, wie von 

wähnten Begriffe absoluter Schwärze: ein Ton von der Inten- 
sität Null ist ebensowenig mehr ein Hörbares, wie ein absolutes 
Schwarz ein Sichtbares ist. Hienach wäre stren ggenommen 
auch der Begriff jßine& T^me» geringster Intensität e in gege n- 
stäniTsloser oder mit Herbart zu reden: ein falscKe F^&re iiz- 
begriff. Aber" von den äuvup ei'^hül'eiiT^m eigentlichen^ Sinne 
des Wortes so zu neunenden falschen Grenzbegriffen unter- 
scheidet ihn der wichtige Umstand, dass wir, wenn anders unsere 
Auslegung der Sinnesinhalte hierin das Richtige trifft, in feinem 
Falle an Gegenstände glauben, welche die Eigenschaften des 
Begriffes mit grosser Annäherung an sich tragen, ^^ einer-An»- 
näherung, die so gross ist, dass wir das ihr zur vollen Begriffs- 
strenge Fehlende meinen vernachlässigen zu dürfen; hievon 
kann bei jenen eigentlich falschen Grenzbegriffen nicht die Rede 
sein. Der Unterschied liegt also wieder im Grenzurtheil, das 
von dem^egnffe eines Tones geringster Intensität aussagt, es 
gäbe zwar allerdings keinen Gegenstand desselben im streng- 
sten Sinne des Wortes, wohl aber Inhalte, welche der strengen 
Gegenständlichkeit in einem erklecklichen Ausmasse nahe- 
kommen ; ein Ton von der Intensität des „Stärkeminimums^ 
wäre ein solcher Inhalt. Hinsichtlich einer tiefergehenden Er- 
örterung dieses Grenzurtheils muss ich leider abermals auf 
kommende Partien dieser Schrift verweisen; hier will ich nur 
noch kurz erwähnen, dass wegen seiner inneren Unendlichkeit 
das Tongebiet, ebenso wie das Farbensystem zur Bildung von 
Begriffen unendlicher Inbegriffe anrege: die Gesammtheit aller 
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Töne, die zwischen zwei Tönen bestimmter Höhe und die 
Oesammtheit aller Intensitäten, die zwischen zwei Tönen be* 
Mimmter Tonstärke liegen, sind solche Inbegriffe. 

Fragt man sich, Farben- und Tongebiet nochmals über- \ It 
blickend, warum den hier auftauchenden Grenzbegriffen eine 
verhältnismässig doch geringe Bedeutung und Popularität zu- 
komme, so kann man hieflir ausser den bereits erwähnten 
Momenten: schwierige und unzuverlässige Erfassbarkeit der 
Urvariablen und unzureichende Tragfähigkeit derselben zum 
Aufbau indirecter Vorstellungen noch einige andere verant- 
wortlich machen, von welchen es nicht ohne Interesse sein 
dürfte, Kenntnis zu nehmen. Hier kommt nun vorerst in Be- 
tracht, dass unseren Urtheilen auf diesen Gebieten eine gewisse 
Vagheit zukommt, welche von Vornherein nicht sonderlich ge- 
eignet ist, ihnen einen hervorragenden Platz innerhalb eines 
Sjstemes unserer Erkenntnisse zu erwerben; so mag man e. B. 
immerhin glauben, dass das tiefste Schwarz, welches wir kennen, 
dem absoluten Schwarz, die grösste Sättigung, welche wir 
kennen, der absoluten Sättigung, die geringste Tonstärke, welche 
wir kennen, dem Nullpunkte der Intensität sehr nahekommen : 
aber der Werth dieser Vermuthungen, so berechtigt dieselben, 
in dieser Allgemeinheit ausgesprochen, durch die Natur der 
betreffenden Sinnesinhalte auch sein mögen, wird doch beträchtlich 
vermindert dadurch, dass wir über den Grad jener Annäherung 
keine präcise Auskunft mehr geben können. Es kommt hier femer 
in Betracht, dass für die unendlichen Inbegriffe des Farben- und 
Tongebiets keine oder doch keine weit genug gehende anschauliche 
Repräsentanz erstellbar ist: man vergleiche nur etwa die Gesammt- 
heit aller Töne, die zwischen zwei Tönen bestimmter Höhe liegen, 
mit der Gesammtheit aller Punkte des Raumes, die zwischen 
2wei bestimmten Punkten liegen, so wird man das Bild der 
Strecke; das man im letzteren Falle noch ausser dem Gesammt- 
heitsbegriffe besitzt, im ersteren Falle empfindlich vermissen. 
Hiezu kommt — was mit dem eben Erwähnten einigermassen 
zusammenhängt — , dass wohl Über Inbegriffe der letzteren, nicht 
aber auch der ersteren Art evidente ürtheile, wie die 
Axiome der Geometrie sie darstellen, gefällt werden können. 
Es ist klar, dass, wenn die Grenzbegriffe des Farben- und 
Tongebiets nicht nur für die künstlich hierauf gerichtete Re- 
flexion, sondern auch für das naive Denken überhaupt ent- 
deckbar waren, doch die eben angeführten Umstände dahin 
zusammenwirken mussten, u nse r Interesse an denselben^^auf 
einer sehr niedrigen Stufe zu erhalten. Und dass unser Inter- 
e§SCr4M«iy- wie-- überall, ein massgebender Factor dafür ist, ob 
eine psychische Entwicklung überhaupt geschehe und welcher 
Accent auf ihr liege, leuchtet wohl ohneweiters ein: man braucht \ "- • r 
«ich nur zu vergegenwärtigen, dass, wenn man blos auf die 
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Möglichkeit der Sache sieht, die ganze reife Menschheit der 
gegenwärtigen und aller noch kommenden Generationen sich 
zeitlebens mit der Ausrechnung der Decimalstellen irgend einer 
irrationalen Zahl beschäftigen könnte, und man wird ein Bild 
davon haben, was ftlr irgend eine menschliche Angelegenheit, sie 
fördernd oder ihr widerstreitend, unser Interesse an derselben* 
bedeute. 

Soviel über Farbe und Ton. Man wird es begreiflich finden, 
wenn ich die übrigen Exemplare des Eataloges der „secundärea 
Qualitäten^' erheblich rascher abthue. Die Geschmäcke 
würden mit ihren Grundempfindungen des Süssen, Sauren und 
Bittern, zwischen welche mannigfaltige Mittelglieder sich ein- 
schalten lassen, bestenfalls den Farbentonempfindungcn zu ver- 
gleichen sein; für die Gerüche sind noch nicht einmal jene 
Grundempfindungen festgestellt und eine Anordnung derselben 
wohl nur nach den sie begleitenden Lust- oder Unlustempfindungen 
des Wohlriechenden und Stinkenden möglich; die Druck-, 
Zugempfindungen wären, direct beurtheilt, wohl am Ehesten 
den Intensitätsreihen der Töne oder Farben, hingegen die 
Temperaturempfindungen den Qualitätsreihen, es ist aber 
schwer zu sagen, ob eher der Töne oder der Farben, anzu- 
schliessen. 

Man wird bereits bemerkt haben, dass einer Qualität, damit 
sie der Abstufung fähig sei, eine gewisse Weite der Bedeutung 
zukommen muss: gelb ist noch abstufbar, während goldgelb 
es nicht mehr ist ; eckig ist noch abstufbar, während viereckig 
es nicht mehr ist u. s. w. Von dieser Bemerkung aus könnte 
zu weiteren Betrachtungen über die Variirbarkeit von BegriflFen 
übergegangen werden. Doch sollen solche Betrachtungen erst 
erheblich später aufgenommen werden. Am Nächsten würde 
es uns nunmehr liegen, nachdem unsere Erörterung der „secun- 
dären" Qualitäten: der Farbe, des Tones u. s. w. nunmehr 
abgeschlossen ist, die „primären^ Qualitäten der Ausdehnung 
in Raum und Zeit auf unser Thema hin zu untersuchen. Wir 
würden dann die absoluten Qualitäten, soweit sie unser Inter- 
esse erregen können, erledigt haben und könnten hierauf zur 
Untersuchung relativer Qualitäten, wie z. B. diejenige der 
Aehnlichkeit eine ist, übergehen. Aber angesichts der grund- 
legenden Bedeutung, welche die Beziehungen zwischen Zahlen 
für die von uns zu betrachtenden Raum- und Zeitverhältnisse 
besitzen, muss ich jene natürliche Anordnung dahin abändern, 
dass ich, bevor von Raum und Zeit die Rede ist, die für un& 
wichtigen arithmetischen Beziehungen untersuche; — auf die 
Gefahr hin, dass man es hier nicht mit absoluten, sondern mit 
eminent relativen Qualitäten zu thun habe. Wir treten hiemit 
an ein Gebiet heran, auf welchem im Gegensatze zu dem, das 
wir eben durchwandert haben, eine bis zur Durchsichtigkeit 
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gehende Deutlichkeit der Inhalte und jenes untrüglich scharfe 
Bewusstsein ihrer Beziehungen waltet, welches allein im Stande 
ist, Endliches zum Träger von Unendlichem zu befähigen : hier 
werden wir denn auch die grössten Triumphe unseres pro- 
gressiven und auf Grund dessen auch unseres thetischen Triebes 
:zu verzeichnen haben. 
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IIL Capitel. 
Die Unendlichkeit der Anzahienreihe. 



Vor die Aufgabe gestellt, den Umfang eines ihn interes- 
sirenden Begriffes zu messen, oder populärer gesprochen: die 
unter einen solchen Begriff fallenden Gegenstände zu zählen, 
musste der Mensch frühe zu den Vorstellungen verschiedener 
Anzahlen gelangen. Die Anzahlyerschiedenheit kleiner Viel- 
heiten konnte unmittelbar erfasst werden auf eine Art, die sich 
nur für den geübten Psychologen unterscheidet von der Art, wie 
wir irgend eine Eigenschaft eines einzelnen Dinges z. B. seine 
Farbe . wahrnehmen. Einige Nuancen der Anzahlenverschie- 
denheit prägten sich hiebei leicht ein, noch vermischt mit man- 
nigfachen Schlacken der Erinnerung an jene speciellen Viel- 
heiten, von denen man gelernt hatte, was Anzahl überhaupt sei. 
AUmäli^ streift man, unterstützt dadurch, dass Vielheiten der 
mannigfachsten Art gezählt werden können, derlei Zuthaten ab 
und ist nun im Besitze einiger, wie man sie auch genannt hat,^ 
abstracter Zahlen. 

Mit dieser Reinigung der Anzahlvorstellungen geht eine 
andere Entwicklung, die Vermehrung derselben üand in Hand. 
Gar bald wollen Vielheiten gezählt sein, welche viel zu gros» 
sind, als dass ihr Anzahlenmässiges unmittelbar und zugleich zu- 
verlässig erfasst werden könnte. Technische Hilfsmittel der 
mannig&chsten Art, deren einige wir noch heute an wildeii 
Völkern studiren können, werden benützt, um auch grosse An- 
zahlen wenigstens mittelbar vorstellig und ihre Unterschiede von 
einander sinnenfkllig zu machen ; erst durch die Schöpfung de& 
dekadischen Positions-Ziffernsvstems werden diese Bemühungen, 
wie es scheint, endgültig gekrönt. Und dasselbe Volk, dem 
wir diese ideale Bezeichnungsweise der Anzahlen verdanken, 
gefüllt sich seit alter Zeit darin, Erstaunliches und Erhabenes als 
mit ungeheuren Anzahlen behaftet zu denken^). Dies ist um so 
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bemerkenswertber, als nocb um Jabrbunderte später der grösste 
Mathematiker des Altertbums in dem Bewusstsein scbwelgt, selbst 
die grösste erdenkb'cbe Vielheit durch eine von ihm angebbare 
Anzahl überbieten zu können^). 

Diese und ähnliche Betrachtungen büssen von ihrem phi- 
losophischen Interesse viel ein, sobald einmal die schlichte Be* 
merkung gemacht ist, wie wir sie etwa bei Locke^) vorfinden^ 
dass wir von jedem beliebigen, noch so fernen Punkte der An- 
Zahlenreihe aus ebensowohl weiterzählen können, als wenn wir 
uns am Anfange derselben beftlnden. Die Richtigkeit dieser 
Bemerkung ist unabhängig davon, ob auch die weitergehenden 
Behauptungen Locke's: unsere Vorstellung von etwas Unend- 
lichem sei eine ,,endlos wachsende"* ^)y eine uns „entfliehende^^); 
und es sei absurd zu meinen, dass wir eine „positive,^ ,,eine 
wirkliche" Vorstellung einer unendlichen Zahl nahen könnten, 
zutreffend sind. Wir werden diese Behauptungen im Folgenden 
bekämpfen müssen. 

Es verlohnt sich aber vorher noch näher auf die Frage 
einzugehen, was denn unser G-laube an jenes unaufhörliche 
Weiterzählen-Eönnen, an die Unbegrenztheit und — womit 
mehr gesagt ist®) : — an die Unendlichkeit der Anzahlenreihe ei' 
gentlic^ bleute, und worauf derselbe beruhe? Thatsächlich be- 
sitzen wir nur von einigen wenigen Anzahlen eine unmittel- 
bare und deutliche Vorstellung, alle anderen Anzahlen sind 
uns nur auf eine sehr mittelbare und trotz, und, wenn man 
will, auch vermöge solcher Vermittlung schattenhafte Weise 
bewusst. Wohl können wir in unserem Ziffemsysteme jede 
noch so grosse Anzahl bezeichnen und dann mittelst des sinn- 
lichen Bildes der hiezu verwendeten Ziffer jene Anzahl -^ als 
Träger dieser Ziffer — indirect vorstellen; aber die Anschau- 
lichkeit des Zeichens bringt nicht eine gleiche Anschaulichkeit 
des Bezeichneten hervor. Auch musste es offenbar ein Ander- 
weitiges um das so Bezeichnete sein, welches uns allererst dazu 
veranlasste, es überhaupt zu bezeichnen. Erfolgte nun diese 
ursprüngliche Vergegenwärtigung einer grossen Anzahl dadurch, 
dass man sie als zu der nächstniedrigen in der Beziehung 
stehend dachte — wir wollen dieser Beziehung hier noch keinen 
Namen geben **-, in der zwei zu eins steht, so musste eine 
analoge Vergegenwärtigung auch für diese nächstniedrige Anzahl, 
ebenso für die zweitniedrigere u. s. w. stattfinden — die ganze 
Spanne hindurch, durch welche jene Anzahl von den kleinen 
Anzahlen getrennt ist, welche unmittelbar vorgestellt werden 
können: man wird ohneweiters zugeben, dass ein solches Ver- 
fahren, was ihm auch sonst nachgerühmt werden möge, jeden- 
falls kein übersichtliches sei. Die hier beschriebene Art, grosse 
Anzahlen indirect vorzustellen, genügt, wie wir sehen werden, 
allerdings, um das Rechnen mit denselben zu rechtfertigen: 
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jeder arithmetische Satz über grosso Anzahlen kann bewiesen 
werden, indem man dieselben vermöge eines sog. Recursions- 
Verfahrens in immer kleinere auflöst ; und dies verleiht ihr einen 
hohen Wert. Aber sie trägt nichts dazu bei, uns die Anzahl- 
Vorstellungen näherzurücken und sie zu beleben. Es scheint 
hiernach, dass der Besitz an Anzahlen als vorgestellten 
nicht dasjenige sein könne, was uns in erster Linie am Herzen 
liegt, wenn wir uns der Unbegrenztheit der Anzahlenreihe 
versichern. 

r /o Aber es macht ja auch keineswegs die Bestimmung einer 

U'^t-'-C-. Anzahl aus, dass wir uns in ihre Betrachtung, wie in die eines 
Kunstwerks versenken; nur gewisse Urtheile über Anzahlen 
zu fällen ist unsere Absicht, und dieselben brauchen daher nur 
soweit vorgestellt zu werden, um diese Urtheile zu ermöglichen. 
Hier gibt es nun eine Serie von Urtheilen — wie man leicht 
einsieht, sind ihrer unendlich viele — , welche dahin gehen, dass 
die Forderung: es ^soUe dieselbe B eziehung, durch deren An- 

1"' J/ wendimg^juFEins^dieJ^w^^ tx^ryorgeggDgeyisl;', äüf iigeud eine 

Anzahl angewendetwerden, ers tens T£eme" T Tnvert rägTIcEfiit 

• ' ; ^, ;.^y / (mit dem"B egriffe~dleser Anzahl}. JLcLfiicL acEHesst"; dass^ w e i t e n s 

V ' " /diese Forderung in"eTriem^ei?iaaßiu-Sinöe. erfüllbar ^seTpdfiss 

\: ^t'Jr drittens' die Erftfllung "dieser Forderung nur Ein 'Resultat lie- 

:. . ^ i^y fere ; und dassTl fertre n s "Sieses Ttesültat nach Anzahlenart ver- 

'<-' ^'^i'^t' sc^i^den sei von dei jenigen Anzahl^ aus welcher daisen)e ctürch 
^ Anwendung jenBr'ßBSftehung hervorging tind von allen "firöEßjCßn. 
1^ l(^ Jedes dieser vier urtheile ist ein allgemeines, in sofern es sich 
auf je zwei beliebige aufeinanderfolgende Anzahlen bezieht; und 
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/ / . , f ^le vier Urtheile zusammengenommen machen die Behauptung 
. 'f. ' aus, welche man meint,' wenn man die Unendlichkeit lleF"Sn« 
' : ^ y\^ ! zahlenrelhtT'bejaht; " ""^ 

/ *'' ' / ' Man braucht diese Urtheile nur ein wenig schärfer ins 
^uge zu fassen und man wird es ihnen, insbesonders dem zweiten 
und vierten, ohneweiters anmerken, dass sie auf subjective Mo- 
mente kein Gewicht legen. Da heisst es im zweiten Urtheile 
nicht, dass dieser oder jener Mensch, unter den und den Um» 
ständen u. s. w. die angegebene Forderung müsse erfüllen können, 
sondern nur, dass sie erfüllbar sei; auch im vierten Urtheile 
heisst es nicht, dass Peter oder Paul je zwei aufeinanderfolgende 
Anzahlen müsse unterscheiden können, sondern dass sie ver- 
schieden seien; und ebenso läuft auch keine arithmetische Schluss- 
folgerung darauf hinaus, dass zwei Anzahlen von irgend Je- 
mandem nicht unterschieden werden könnten, sondern darauf, 
dass sie gleich seien. In der That werden Fähigkeiten wie 
die des Unterscheidens verschieden sein bei verschiedenen Per- 
sonen und auch verschieden sein bei derselben Person je nach 
verschiedenen Umständen z. B. je nach dem Grade ihrer Ge- 
übtheit und je nach der Art der Gegenstände, um deren An- 
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zahlen es sich handelt; dergleichen Thatsachen sind aher weit 
davon entfernt, jene Urtheile anfechten zu können. Und es 
verdient weiterhin bemerkt zu werden, dass es eine nicht 
minder falsche Auslegung dieser Urtheile ausmachen würde, 
wollte man dieselben dahin deuten, dass um mich auf das vierte 
Urtheil zu beschränken, alle Menschen imter allen Umständen 
aufeinanderfolgende Anzahlen zu unterscheiden im Stande sein 
müssten: hinge das Urtheil hievon ab, so würde es gar nicht 
gelten. Es hängt aber hievon sowenig ab, dass es auch dann 
gelten würde, wenn kein Mensch im Stande wäre, irgendwann 
and irgendwie z. B. tausend und tausend imd eins von ein- 
ander zu unterscheiden: indem diese Anzahlen aufhören als 
vorgestellteAnzahlen (von einem sie vorstellenden Wesen) 
noch unterschieden werden zu können, hören sie damit nicht 
auf, „an sich" so verschieden zu bleiben, als sie es zuvor waren, 
j ^f solche „Anzahlen an sich" beadehen sich jene Urtheile^ welcl^e 
me J5ehatlpluii ^ von ^g t eFTT hendli^keir der^Anzahlfifl^eihe aus- 
machen . Man begreHTTaenach TeiclEtpinwiefern uns 3ie*Sn- 
zahlen werthvoU sein können, ohne uns als vorgestellte werth- 
voll zu sein: ihr undeutliches Vorgestelltwerden gilt uns nur 
als Staffel, über die hinweg wir zu überaus wichtigen Urtheilen 
gelangen; — wichtig sowohl um ihrer Allgemeinheit, als um 
ihrer Sicherheit und Präcision willen. 

Haben wir nunmehr den Sinn der Behauptung von der 
Unendlichkeit der Anzahlenreihe kennen gelernt, und es auch 
begreiflich gefunden, dass einer solche Behauptung unsere matte 
Art, höhere Anzahlen vorzustellen, nicht von vornherein als 
Hindernis gegenüber zu treten brauche, so ist es doch andrer- 
seits noch ein grosser Schritt von hier bis zur Einsicht in die* 
Berechtigung dieser Behauptung. Fragen wir uns jetzt, worauf 
unsere Ueberzeugung von der Unendlichkeit der Anzahlen- 
reihe beruhe. 

Eine Antwort hierauf wäre die, dass man die vier Urtheile, 
welche jene Ueberzeugung ausmachen, für unmittelbar evidente 
erklärt. Damit diese Auskunft sich gefSälliger darstelle, könnte 
man dieselbe auch so umschreiben, dass man geltend machte: 
es seien zwei aufeinanderfolgende Anzahlen einander so ähnlich, 
dass wenn aus der einen die andere hervorgeht durch An- 
wendung jener Beziehung, vermöge deren aus der Eins die Zwei 
hervorgeht, durch Anwendung derselben Beziehung auch aus 
der anderen eine dritte hervorgehen müsse; dieselbe Aehnlich- 
keit bestehe zwischen der zweiten Anzahl und der hiemit ent- 
standenen dritten u. s. w. Noch ein Ausdruck für denselben 
Gedanken würde es sein, wenn man sagte: es seien die An- 
zahlen n und (n -}~ 1) einander so ähnlich, dass kein Grund 
vorhanden sei, warum, da doch ein (n -+- 1) aus n hervor- 
geht, nicht auch ein (n + 2) aus (n -f- 1) hervorgehen solle. 
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Zwar hat bereits derselbe Denker, dessen Liebling das hier 
verwendete Argument vom ^unzureichenden Grunde^ , wie man 
es witzig genannt bat^ gewesen ist, darauf aufmerksam gemacht, 
dass die Anzahlen einander gar nicht so ähnlich seien, wie es 
die obige Begründung voraussetzte. Locke, der gesagt hatte, 
die einzelnen Modi der Anzahl seien als blosse Combinationen 
von Einheiten keiner anderen Verschiedenheit als derjenigen 
des Mehr oder Minder f^hig^, musste sich von Leibnitz ent- 
gegnen lassen : man könne dergleichen wohl von der Zeit und 
der geraden Linie sagen, aber keineswegs von den Figuren 
und noch weniger von Anzahlen. Eine gerade Anzahl könne 
in zwei gleiche getheilt werden, nicht aber eine ungerade. Drei 
und sechs seien Dreieckszahlen, vier und neun Quadratzahlen, 
acht ein Cubus u. s. w. Und die Verschiedenheit zwischen den 
einzelnen Anzahlen sei darum noch grösser als diejenige zwischen 
den Figuren, weil zwei ungleiche Figuren einander wenigstens 
völlig ähnlich sein könnten, diese Beziehung aber bei den 
Zahlen nicht stattfinde^) u. s. w. Es ist keinem Zweifel unter- 
worfen, dass dieser Einwand Leibnitzens ein treffender sei^). 
Aber die Vertreter der oben charakterisirten Ansicht über die 
Uniendlichkeit der Anzahlenreihe würden ihm immer die Be- 
merkung entgegenhalten können, dass mit der Unähnlichkeit 
der Anzahlen untereinander nur Unähnlichkeit nach dieser 
oder jener Hinsicht gemeint sein könne, und dass mit einer 
solchen Unähnlichkeit Aehnlichkeit nach einer anderen Hin* 
sieht durchaus nicht unverträglich sei: diese andere Hinsicht, 
welche nicht weiter begründbar sei und als eine primitive 
Thatsache hingenommen werden müsse, bestehe eben darin, 
* dass auf eine jede Anzahl jene Beziehung, wie sie zwischen 
Eins und Zwei herrscht, übertragen werden könne« 

Kann sich nun die Auffassung, wonach den Urtheilen, welche 
unsere Anerkennung der Anzahlenreihe als einer unendlichen 
constituiren, unmittelbare Evidenz zukommt, immerhin sehen 
lassen, so ist es doch andererseits keinem Zweifel unterworfen, 
dass, wenn es gelänge, dieselben aus ursprünglicheren Urtheilen 
abzuleiten, hierin eine in methodischer Hinsicht überaus schätz- 
bare Leistung vorläge. Wer sich eine solche Ableitung zu- 
traut, würde hiemit unseren Urtheilen eine blos mittelbare 
Evidenz zusprechen. 

Auch diese Auffassung ist vertreten worden. In seinen 1884 
erschienenen „Grundlagen der Arithmetik^ hat es G-. Frege 
unternommen, den Satz von der Unbegrenztheit der Anzahlen* 
reihe zu beweisen. Er stützt sich hiebei auf gewisse logische 
Begriffe und Sätze, wie z. B. auf den Begriff eines Begriffs* 
um£uigs und auf die Sätze, welche den Zusammenhang zwischen 
Grund und Folge betreffen, und sucht sowohl den Begriff der 
Anordnung in einer Reihe, als die Schlussweise von n auf (n -f- 1) 
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ZU logificiren. Vermöge dieser Sehlussweise und jenes Begriffes 
sei dann der Satz von der Unbegrenztheit der Anzablenreihe 
naefazuweisen. 

Das hohe Interesse, welches diesem Gedankengange auf 
jeden Fall und insbesonde^s dann zuerkannt werden müsste^ 
wenn derselbe darnach angetfaan war durchzudringen, hat mich 
schon bald nach dessen Veröffentlichung veranlasst, ihm meine 
Aufmerksamkeit zuzuwenden; auch habe ich ihn bereits bei 
einer früheren Gelegenheit^^) einer kritischen und wie dies die 
arge Verwicklung dieser Untersuchungen mit sich brachte, 
sehr ausführlichen Betrachtung unterworfen. Da ich an meinem 
damaligen ablehnenden Urtheile nichts abzuändern habe, so 
komme ich hierauf an dieser Stelle nur resumirend zurück. 

Wir mussteh es bedauern, dass an dem entscheidenden 
Punkte^^) der fragliche Nachweis nur „kurz angedeutet'^ und nicht 
gegeben worden ist; und konnten die Ansicht des Autors nicht 
theilen, wonach es „zu weit geführt hätte^, eine so wichtige 
Deduction, bei der es überdies keineswegs auf Erweckung einer 
Ueberzeugung, wohl aber auf eine umso genauere Prüfung dessen 
ankam, was im Verlaufe derselben benützt wurde, in extenso 
darzulegen. Und es war gerade im vorliegenden Falle umso 
weniger möglich, den Entwurf an Stelle der Ausführung in 
Kauf zu nehmen, als sich bündig zeigen liess^'), dass schon die 
Aufgabe, n als aufm in der Anzablenreihe folgend nachzuweisen, 
wenn man hier beachtete, was unser Autor unter der Aufein- 
anderfolge von Gliedern einer Reihe verstand, einen unlös- 
baren Cirkel in sich birgt: man kann, wie sich herausstellt, 
immer erst dann wissen, dass n auf m in der Anzablenreihe 
folge, wenn man nebst vielem Anderen auch schon das weiss, 
dass diese Aufeinanderfolge stattfinde. Es erweist sich, von 
welcher Seite her man die Sache betrachte^^), als widersinnig, 
vermöge des Schlusses von n auf (n + 1) auch allererst die 
Existenz eines solchen (n -|- 1) zu erhärten. 

Sieht man übrigens blos auf das Ziel, zu dessen Erreichung 
der hier für unzulänglich erachtete Beweisapparat herbeigeholt 
wurde, so bemerkt man bald, dass letztlich Alles darauf an- 
kommt, wenn num irgend eine Anzahl besitzt, von der man 
argwöhnen könnte, sie sei die letztmögliche, dann noch einen 
Begriff aufzuzeigen, für dessen Umfang (d. h. den Inbegriff 
der unter den Begriff fallenden Gegenstände) man die nächst- 
grössere Anzahl (deren Bealität hiemit aufgezeigt erscheint) 
bereithalten muss. Der citirte Autor hat, wo er nachweisen 
will, dass die Anzahl m nicht die letzte sei, sondern auf sie 
noch eine Anzahl n folge, als denjenigen Begriff, dessen Um^ 
fang durch n messbar sein sollte, oder anders ausgedrückt, 
dessen Umfang die Anzahl n „zukommen^ sollte, den Begriff: 
^der mit m endenden natürlichen Zahlenreihe angehörig^ ge- 
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wählt^^). Es ist klar, dass da er die Null mit zur natürlichen 
Zahlenreihe rechnet; unter diesen Begriff die Gegenstände : Null^ 
Eins, Zwei u. s. w. bis einschliesslich m, d. h. also (m -|- 1) 
Gegenstände fallen, so dass also ein Begriff aufgezeigt ist, dem 
die Anzahl (m + 1) = i^ zukommt ; hiedurch ist dem Begriffe von 
n Realität verliehen worden, „n existirt." Es fragt sich nun, 
ob nicht bei Verwerfung des Beweisganges, der zu diesem 
Ziele führte, doch das Ziel selbst anerkannt werden müsse und 
ob nicht die Art, wie wir eine ehrliche, wiewohl freilich nicht 
more geometrico uns überwältigende Einsicht in die Unbegrenzt- 
heit der Anzahlenreihe gewonnen haben, bewusst oder unbewusst 
thatsächlich immer nach jenem Ziele hingerichtet gewesen sei. 
Dass nun dem wirklich so sei, wird einleuchten, wenn wir 
noch einen dritten Versuch, die Unendlichkeit der Anzahlen- 
reihe zu begründen, etwas eingehender erwägen. Es ist nicht 
schwer, den Kerngedanken desselben anzugeben. Wir nennen 
eine Vielheit oder einen Inbegriff i*) von Gegenständen, welcher 
einem Theile seiner selbst, d. h. also einem anderen Inbegriffe, 
der Glied für Glied dem ersteren angehört, ohne doch diesen 
ganz auszumachen, gegenseitig eindeutig zuordenbar ist, un- 
endliche Vielheit oder einen unendlichen Inbegriff, 
und eine Vielheit oder einen Inbegriff, welcher einem Theile 
seiner selbst nicht gegenseitig eindeutig zuordenbar ist, eine 
endliche Vielheit oder einen endlichen Inbegriff. Gibt es 
nun irgend eine unendliche Vielheit, so lassen sich aus der 
Thatsache ihrer Existenz alle Sätze, welche die Unendlichkeit 
der Anzahlenreihe besagen, leicht ableiten. Sei nämlich irgend 
eine Anzahl n vorgelegt, so ist zu zeigen, dass auch dem Be- 
griffe der Anzahl (n -\- 1) Bealität zukomme, d. h, dass auch 
die Anzahl (n + 1) existirt. Denn es ist in jenem einen un- 
endlichen Inbegriffe, dessen Existenz wir als gesichert voraus- 
gesetzt haben, sicherlich ein Inbegriff, dem die Anzahl n zu- 
kommt, enthalten. Wäre n = 1 , so würde dies unmittelbar aus 
dem Begriffe eines Inbegriffes folgen, in dem es doch wohl liegt, 
dass ein Inbegriff mindestens einen Gegenstand enthalte; für 
n = 2 folgt dies dann schon daraus, dass es für n = 1 gilt 
und zwar vermöge derselben Schlussweise, die gleich unten, 
beim Uebergange von n auf n -|- 1 zur Verwendung kommen 
soll ; ebenso dann für n = 3 u. s. w. Ist nun aber in unserem 
bestimmten unendlichen Inbegriffe ein Inbegriff enthalten, dem 
die Anzahl n zukommt, so muss dieser endliche Inbegriff in 
dem unendlichen als Theil enthalten sein, d. h. er kann den 
unendlichen Inbegriff nicht erschöpfen ; sonst wäre er dasselbe, 
wie der unendliche Inbegriff und wir gelangten zu dem Wider- 
sinn : ein und derselbe Inbegriff sei sowohl endlich als unendlich. 
Ist aber demnach der Inbegriff, dem die Anzahl n zukommt, 
als Theil in unserem unendlichen Inbegriffe enthalten, so gibt 
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es in diesem mindestens noch ein Element, welches jenem 
nicht angehört : und dieses eine Element macht mit dem früheren 
endlichen Inbegriffe zusammen einen neuen endlichen In- 
begriff aus, dem die Anzahl (n -|- 1) zukommt. Der Begriff 
dieser Anzahl hat also, indem diese als einem Inbegriffe zu- 
kommendy nachgewiesen werden kann, Eealität. 

Hiemit wäre vorerst nur die Unbegrenztheit der Anzahlen* 
reihe nachgewiesen. Noch scheint es stattfinden zu können, dass 
man beim Uebergange von einem gewissen n zu seinem (n + 1) 
dieses (n -f~ 1) a^s ^ii^e der Anzahlen 1 bis n befknde, so dass 
man zu keiner neuen Anzahl gelangt wäre. Diese Möglichkeit 
wird aber dadurch ausgeschlossen, dass die Inbegriffe, denen 
zwei solche vermeintlich gleiche Anzahlen zukommen würden, 
nicht dieselben sind. Vermöge der Entstehungsweise der ein- 
zelnen Anzahlen, die analog ist der Art, wie wir oben (n -|- 1) 
aus n hervorgehen Hessen, ist nemlich jedenfalls der eine dieser 
beiden Inbegriffe in dem anderen als Theil enthalten; sollten 
sie nun trotzdem der Anzahl nach einander gleich sein, so 
müssten sie Element für Element einander gegenseitig eindeutig 
zugeordnet werden können; dann würde aber einer dieser In- 
begriffe einem Theile seiner selbst gegenseitig eindeutig zu- 
ordenbar sein, d. h. er wäre unserer Eingangs erwähnten Defi- 
nition gemäss ein unendlicher Inbegriff: was unseren Voraus- 
setzungen widerspricht. Hiebei ist nur benützt worden, dass 
verschiedenen Inbegriffen, d. h. solchen, deren Elemente nicht 
gegenseitig eindeutig einander zuordenbar sind, auch verschiedene 
Anzahlen zukommen; dies folgt aber aus dem Begriffe^^) der 
Anzahl eines Inbegriffes: und hiemit erscheint jener vierte 
unserer obigen Sätze nachgewiesen, durch dessen Giltigkeit 
die Behauptung von der Unbegrenztheit zu derjenigen von der 
Unendlichkeit der Anzahlenreihe ergänzt wird. Aus eben jenem 
Begriffe der Anzahl eines Inbegriffes folgt femer auch, dass 
einem und demselben Inbegriffe nicht zwei von einander ver- 
schiedenen Anzahlen zukommen können, womit letztlich auch 
der dritte jener Sätze, welche den Gesammtsatz von der Un 
endlichkeit der Anzahlenreihe bilden, nachgewiesen erscheint. 

Ob es also gelinge nachzuweisen, dass irgend eine unend- 
liche Vielheit auch wirklich existire, ist Alles, worauf es noch 
ankommt; denn, existirt eine solche Vielheit, so genügen, wie 
wir gesehen haben, deren Elemente, um dem Begriffe einer 
jeden, auch noch so hohen Anzahl Realität zu verschaffen. Es 
fragt sich nun, welche Vielheit man als diejenige ansehen dürfe, 
deren Unendlichkeit am ehesten einleuchtet. Bolzano hat zu 
diesem Behufe auf den Inbegriff aller Sätze an sich ver- 
wiesen, d. h. auf den Inbegriff aller Aussagen überhaupt ohne 
Rücksicht darauf, ob eine solche Aussage wahr oder falsch, 
ob sie von Jemand in Worte gefasst oder nicht gefasst, in irgend 
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Jemandes Geiste gedacht oder nicht gedacht sei^') ; oder auch 
auf den Inbegriff aller Wahrheiten an sich, d. h. auf den 
Inbegriff aller wahren Sätze ohne Rücksicht darauf, ob ein 
solcher Satz von irgend Jemand gedacht oder ausgesprochen 
worden sei oder nicht^^). Sehen wir zu, wie er begründet, dass 
der letztere Inbegriff ein unendlicher sei. ,,Wenn wir irgend 
eine Wahrheit, etwa den Satz, dass es Wahrheiten überhaupt 
gebe, oder sonst jeden beliebigen, den ich durch A bezeichnen 
will, betrachten : finden wir, dass der Satz, welchen die Worte 
^A ist wahr" ausdrücken, ein von A selbst verschiedener sei; 
denn dieser hat offenbar ein ganz anderes Subject als jener. 
Sein Subject nämlich ist der ganze Satz A selbst. Allein nach 
eben dem Gesetze, wie wir hier aus dem Satze A diesen von 
ihm verschiedenen, den ich B nennen will, ableiten, lässt sich 
aus B wieder ein dritter Satz C ableiten und so ohne Ende 
fort. Der Inbegriff all dieser Sätze, deren jeder folgende zu 
dem nächst vorhergehenden in dem nur eben angegebenen Ver- 
hältnisse steht, dass er denselben zu keinem Subjecte erhebt 
und von demselben aussagt, dass er ein wahrer Satz sei, dieser 
Inbegriff. . . umfasst eine Menge von Theilen (Sätzen), die 
grösser als jede endliche ist."") u. s. w. Und da Bolzano 
einen unendlichen Inbegriff dahin definirt, dass derselbe 
grösser sei als jeder endliche d. h. so beschaffen, dass jeder 
endliche Inbegriff nur einen Theil von ihm darstellt^o), so wäre 
hiemit der Inbegriff der Wahrheiten an sich als ein unendlicher 
nachgewiesen. — Einen ähnlichen Nachweis für die Existenz 
unendlicher Vielheiten^i) führt auch D e d e k i nd^i) und vermöge 
seiner schärferen Definition des Begriffes der Unendlichkeit 
einer Vielheit — derselben Definition, mit der auch wir oben 
einsetzten — ist er im Stande, ihn präciser als sein Vorgänger 
zu formuliren. Da der Wortlaut dieses Nachweises wegen der 
ganz eigenartigen Terminologie, die der Autor verwendet, dem 
Leser nicht verständlich sein würde, so muss ich mir es genügen 
lassen, den Sinn desselben wiederzugeben. Als diejenige un- 
endliche Vielheit, deren Existenz hier nachgewiesen werden 
soll, erscheint hier die Gesammtheit aller Gegenstände, von 
denen es möglich ist, dass sie Gegenstände meines Denkens 
werden, — man bemerkt wohl ohne weiters die Verwandtschaft 
dieses Begriffes mit dem oben erwähnten der Sätze an sich, 
diese etwa noch um die „Vorstellungen an sich" — wie Bolzano 
die Bestandtheile eines „Satzes an sich'' nennt — vermehrt. 
Der Nachweis dieser Vielheit als einer unendlichen erfolgt nun 
vermöge der gleichfalls noch im Sinne Bolzano's gehaltenen 
Bemerkung, dass ein jeder mögliche Gegenstand meines Denkens 
oder kürzer: ein jedes Denkbare zu einem neuen Gegenstande 
möglichen Denkens, nämlich zu dem Urtheile, dass es eben 
ein von mir Denkbares sei; Anlass gebe. Man erhält so inner- 
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halb des ursprünglich Denkbaren, d. h. des Denkbaren über* 
haupt, einen InbegrifF jenes secundür Denkbaren, welches auf 
das ursprünglich Denkbare gerichtet ist, kürzer: innerhalb des 
primären Ingriffes der Gedanken überhaupt einen secundären 
Inbegriff von Gedanken dieser Gedanken. Von hier ab nimmt 
nun der Beweis die originelle Wendung, dä.s8 einem jeden 
Denkbaren überhaupt sein secundär Denkbares gegenseitig 
eindeutig zugeordnet gedacht wird; dann ist die Vielheit des 
Denkbaren überhaupt gegenseitig eindeutig zugeordnet einem 
Theile ihrer selbst: denn zu dem Gebiete des Denkbaren über- 
haupt gehört auch das secundär Denkbare. Da aber eine Viel* 
heit, die einem Theile ihrer selbst gegenseitig eindeutig zuorden* 
bar ist, als eine unendliche definirt war, so erweist sich hiemit 
der Inbegriff des Denkbaren überhaupt als ein unendlicher. 

Untersuchen wir, worin der Nerv der hier vorgetragenen 
Beweise bestehe, so stellt sich heraus, dass in jedem derselben 
eine Beziehung namhaft gemacht worden sei, der man es un* 
bedingt zutraut, sie sei vorerst auf irgend etwas anwendbar, 
dann auf das Resultat dieser Anwendung wieder anwendbar 
u. s. f.; es ergebe femer jede solche Anwendung nur ein Re- 
sultat; und es sei endlich jedes sich so ergebende Resultat von 
dem Resultate jeder früheren Anwendung in gewisser Hinsicht 
verschieden. Bei B o 1 zan o wurde als solche Beziehung diejenige, 
welche zwischen einem Satze und seinem Wahr-Sein, bei De- 
dekind diejenige, welche zwischen einem Inhalte und seinem 
Gedacht- Werden besteht, benützt: — jede dieser Beziehungen 
liefert, richtig angewendet ein ausreichendes Substrat für die 
Bildung des Begriffes jeder beliebigen Anzahl und verbürgt zu- 
gleich auf die oben beschriebene Weise die Realität eines solchen 
Begriffes. Hiebei ist aber der Sinn jener Beweise nicht etwa 
der: dass ich eine der genannten Beziehungen auf irgend Etwas 
anwenden könne, auf das Resultat hievon wieder anwenden 
könne u. s. f.; und dass in analoger Weise ich die oben er- 
wähnten Urtheile über die Beschaffenheit der Resultate dieser 
Anwendung fallen könne, — dies sei der wahre Grund für die 
Unendlichkeit der Anzahlenreihe. Thatsächlich kann — um 
mich auf die erste Gattung der obigen Urtheile zu beschränken — 
ich und jedes mir ähnliche denkende Wesen selbstverständlich 
nur endlich oft jene Anwendung vollziehen und dies gibt offen- 
bar keinen Erkenntnisgrund für die unendlich oftmalige VoU- 
ziehbarkeit dieser Anwendung. Der Sinn jener Nachweise war 
vielmehr der, durch Aufzeigung eines vermöge seiner Einfachheit 
durchsichtigen Denkinhalts und einer ebenso durchsichtigen Be- 
ziehung, die auf diesen Inhalt anwendbar ist — zu dem einer, 
Beziehung, deren Anwendung auf jenen Inhalt ein diesem selbst 
möglichst ähnliches Resultat liefert — es evident^^) zu machen, 
dass die Anwendung der Beziehung auf den Inhalt, derselben 
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Beziehung auf das Resultat dieser Anwendung u. s. w. stets 
möglich sei d. h. keinem evidenten Satze widerstreite. 
Dass ich solche Anwendungen öfters gemacht habe imd hiebei 
auf kein Hindernis stiess, war allerdings bedingend dafür, dass 
es zur Auslösung jener Evidenz in mir je gekommen ist, macht 
aber nicht den Sinn derselben aus. Und unsere beiden Au- 
toren haben die Existenz unendlicher Vielheiten auch nicht 
etwa in dem Sinne mittelbar evident gemacht, dass sie dieselbe 
nach Art jener Evidenzvermittlung, welche das Wesen aller 
Deduction, z. B. auch des mathematischen Beweisens, ausmacht 
mit unmittelbaren Evidenzen in Verbindung setzten: denn es 
lassen sich unserem Falle keine unmittelbar evidenten Sätze an- 
geben, mit denen die Leugnung der Unendlichkeit der An- 
zahlenreihe unverträglich wäre. Es stellt sich somit das in 
jenen Beweisen eigentlich Geleistete nur als eine Richtigstellung 
und Vereinfachung der populären Weise dar, sich die Unend- 
lichkeit der Anzahlenreihe zu Bewusstsein zu bringen. Begnügt 
sich diese damit, auf eine Vielheit bald dieser bald jener Dinge 
zu recurriren, wenn sie sich darüber klar werden will, dass für 
den Begriff jeder beliebig hohen Anzahl auch wirklich eine 
Vielheit existire, vermöge welcher derselbe Realität hat; denkt 
sie wohl auch gar ausschliesslich oder doch hauptsächlich an 
eine physische Vermehrbarkeit solcher Dinge, die durchaus nicht 
immer möglich zu sein braucht; — so beschränken sidi lene 
Beweise auf die Benützung blos einer bestimmten Vielheit, 
und sie wählen diese Vielheit so, dass ihre Unerschöpffichkeit 
evident erscheint. Freilich hätte die populäre Ansicht unter 
besserer Wahrung des tieferen G-ehalts derselben dahin cor- 
rigirt werden sollen, dass nicht jene bunten Dinge, sondern die 
mit ihnen vollzogenen Einheitsetzungen das an ihnen letztlich 
Gezählte seien und dass die Möglichkeit einer neuen Einheit- 
Setzung, als eines an Allem und Jedem vollziehbaren psychischen 
Actes wohl keinem Einwände unterliegen könne. Mit anderen 
Worten: die populäre Ansicht, dieselbe richtig gedeutet, bedient 
sich des Inbegriffes möglicher Einheitsetzungen als des- 
jenigen Inbegriffes, von dessen Unendlichkeit ausgehend sie sich 
der Unendlichkeit der Anzahlenreibe versichert. An diese psy- 
chologische Bemerkung können sich übrigens ernste sachliche 
Differenzen umsoweniger anschliessen, als ja der Inbegriff aller 
möglichen Einheitsetzungen in dem De de kindischen Inbegriffe 
alles Denkbaren überhaupt als Theil enthalten ist. 

Wenn aber hienach der Satz von der Unendlichkeit der 
Anzahlenreihe in Verbindung gesetzt wurde damit, dass es irgend 
eine unendliche Vielheit gebe, muss ich nicht erwarten, sofort 
auch allen Einwänden zu begegnen, welche seit Jahrhunderten 
von den verschiedensten Seiten her gegen die Existenz, ja sogar 
gegen die Denkbarkeit eines Unendlichen überhaupt erhoben 
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warden ? Freilich pflegte man, wenn es letztlich dazu kam, über j^ 
dem Unendlichen den Stab zu brechen, im Anschlüsse an Aristo- /^^^^^^ 
teles sein hartes Verdict wenigstens dem Wortlaute nach da- ' 
durch zu mildem, dass man sorg&ltig zwischen einem der 
blossen Möglichkeit nach und einem in Wirklichkeit Unend- 
lichen unterschied und blos das letztere, das infinitum actu, 
wollte man geleugnet haben. Da man aber unter dem zu- 
gestandenen Unendlich, dem infinitum potentia, thatsächlich nur 
ein, mit der Eigenschaft unbeschränkter Vermehrbarkeit aus- 
gestattetes Endliche verstand ^^), wie wir ein solches bei der 
Besprechung der Differentialrechnung antreffen werden, so war 
für das eigentlich Unendliche hiemit wenig gewonnen. Nun 
kann ich an dieser Stelle die Prüfung des Unterschiedes zwischen 
dem infinitum potentia und dem infinitum actu und eine ver* 
gleichende Abwägung beider noch nicht dem vollen Umfange 
dieser Aufgaben gemäss vornehmen, da sich dieselben eben- 
sowohl auf Baum, Zeit und Materie beziehen, wie aus dem 
nächsten Capitel zu ersehen sein wird, als auf die unendlichen 
Vielheiten ; da aber vorläufig nur diese uns am Herzen liegt, 
BO wollen wir vorerst nur hinsichtlich ihrer jenen Unterschied__ 
erörtern. Etwas anders steht die Sache bezüglich der Denk- ^ 
barkeit, sagen wir genauer: der Vorstellbarkeit eines Unend- 
lichen. Da wir, was wir gar nicht vorstellen können, offenbar 
auch nicht beurtheilen können, was insbesondere auch die oben 
erwähnten Urtheile über Existenz oder Nichtexistenz eines Un- 
endlichen angeht, so ist der Zusammenhang dessen, was über , 
die Vorstellbarkeit eines Unendlichen zu sagen ist, mit der ^ 
alten Streitsache über das potentia und actu Infinite zwar ohne- 
weiters ersichtlich; hier wird nun aber, wenn nur erst dar- 
gethan ist, wie irgend ein Unendliches, also z. B: eine unend- 
liche Vielheit vorzustellen sei, die daraus auch für das Unend- 
liche jeder anderen Art zu ziehende Nutzanwendung so ein- 
leuchtend, dass analoge Untersuchungen hinsichtlich des Raumes, 
der Zeit u. s. w. zu ersparen sein werden. 

Wenn ich nun damit beginne aufzuzeigen, wie eine un- 
endliche Vielheit vorzustellen sei, so gerathe ich in keinen ge- 
ringen Widerspruch mit der hierüber bestehenden landläufigen 
Meinung. Ich brauche, um dies ersichtlich zu machen, nur an 
die oben verwendete Definition einer unendlichen Vielheit zu 
erinnern: erscheint doch ihr gemäss der Begriff einer unend- 
lichen im Vergleich zu demjenigen der endlichen Vielheit als 
der positive Begriff'-'*)! Zwar war eine solche Behauptung 
von Theologen und theologisch angehauchten Philosophen schon 
öfters aufgestellt worden; aber man war weit davon entfernt, ^^^, 
sie mathematisch präcisiren und sachlich rechtfertigen zu können.,' 
Man müsste denn die Erwägung: es widerstreite der Würde des 
höchsten Wesens, dem nach jeder Hinsicht Unendlichkeit zur 
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erkannt wurde, dasselbe eben insofern als mit lauter negativen 
Bestimmungen behaftet zu denken, — eine Erwägung, die nur 
wirksam anzeigt, wie ein Geliebtes, woran man bereits glaubt, 
schön auszustatten sei, aber nicht einmal Glauben zu erwecken 
geeignet ist — , gar für die Auffassung logischei* Verhältnisse 
in Betracht kommen lassen. In unserem Falle aber zeigt es 
sich, dass bei der bestmöglichen Begründung der Arithmetik der 
Begriff einer unendlichen Vielheit, als der positive, demjenigen 
einer endlichen Vielheit, als dem zugehörigen negativen, zu 
Grunde zu legen sei und dass auf diese Weise die systematischeste 
'^ ! Gliederung der ganzen Disciplin zu Stande komme. Hiemit ist 
— wie ich, um Missverständnissen vorzubeugen, gleich hinzu- 
füge — sehr wohl verträglich, dass die meisten Vielheiten, die 
uns im alltäglichen Leben begegnen, nach denjenigen Hinsichten 
aufgefasst, nach welchen der naive Mensch sie auffasst, endliche 
Vielheiten darstellen und dass wir sonach auch zeitlich viel 
früher zur Vorstellung des Wesens einer endlichen Vielheit, als 
J desjenigen einer unendlichen gelangen. Aber bei aller Berück- 
sichtigung dieser Thatsachen muss doch jene Bemerkung über 
den Aufbau der Arithmetik nach der Richtung hin nachdenklich 
machen, dass man sich fragt: ist es möglich, dass das Vorstellen 
eines Begriffes, dem eine so wichtige Rolle eingeräumt wird, 
oder auch nur eingeräumt werden kann, ernsten Schwierig- 
keiten unterliege? und ist es wahrscheinlich, dass ein solcher 
Begriff ein blos negativer sei? 

Der weitaus hervorragendste Wortführer der Lehrmeinung, 
welche für die Negativität des fraglichen Begriffes eintrat, war 
Locke. Und ich gehe auf seine diesbezüglichen Argumente 
ein wenig näher nicht nur darum ein, weil meines Wissens kein 
späterer Autor dieselben übertroffen hat, sondern auch darum, 
weil es mir darauf ankommt, hier eine typische Lücke in dem 
Denken des grossen Empiristen zu kennzeichnen. Und so be- 
harrlich zieht sich diese Lücke durch die ganze empiristische 
Literatur der Folgezeit hindurch, dass man meinen möchte, sie 
sei dem Empirismus wesentlich: es ist überaus wichtig einzu- 
sehen, dass dies durchaus nicht der Fall ist. 

Locke exemplificirt seine Gründe dafür, dass wir keine 
positive Vorstellung von etwas Unendlichem hätten, bald am 
Räume, bald an der Zeit, bald an der Anzahl — statt von Anzahl 
hätte er besser gethan, hier von Vielheit zu reden ^^) — und wir 
haben keinen Anlass hieraus ängstlich blos das über Vielheiten 
Gesagte auszuscheiden, da in den an dieser Stelle für uns in 
Betracht kommenden Punkten völlige Analogie zwischen Raum, 
Zeit und Vielheit besteht. Wenn also Locke empfiehlt, man 
möge sorgfältig unterscheiden zwischen der ^Idee von der Un- 
endlichkeit des Raumes^ (idea of the infinity of space) und der 
„Idee eines unendlichen Raumes^ (idea of a space infinite) ; und 
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wenn er meint, wir besässen nur die erstere „Idee," welche eben 
nichts Anderes sei, als unser Bewusstsein einer beliebigen An- 
einanderfügbarkeit von Räumtheilen, während die Behauptung, 
dass wir auch die letztere Idee besitzen, hiesse : „den Geist als 
überflogen anzunehmen und sich im Besitze eines wirklichen 
üeberblicks als jener wiederholten Vorstellungen von Kaum zu 
wähnen, welche doch eine unaufhörliche Wiederholung uns 
nimmer vollständig darbieten kann ; was einen offenbaren Wider^ 
Spruch in sich berge *^)", — so können wir diese Aeusserungen 
ohneweiters auch auf die „Ideen" der Unendlichkeit einer Vielheit 
und einer unendlichen Vielheit, wie die heikle Distinction lau- 
tete, übertragen. Einige Zeilen später heisst es denn auch: 
nichts sei evidenter, als die Absurdität einer wirklichen, einer 
positiven Idee von einer unendlichen Anzahl ^^). Unsere Idee der 
Unendlichkeit überhaupt wird als eine „endlos wachsende '^®)", als 
eine „auf der Flucht begriffenem^)" beschrieben; jede andere, jede 
positive Vorstellung eines Unendlichen wird etwa auch damit 
ad absurdum geführt, dass, falls Jemand eine solche Vorstellung 
besässe, er zwei Unendlichkeiten aneinanderfügen, ja sogar eine 
Unendlichkeit unendlichmal grösser machen könnte, als eine an- 
dere: „Absurditäten, zu crass, um einer Widerlegung zu be- 
dürfen^^).^ Und auch die unentwirrbaren Verlegenheiten, iii 
welche wir durch unsere Betrachtungen über Unendlichkeit ver- 
wickelt zu werden pflegen, seien sichere Kennzeichen eines 
Defects in unseren diesbezüglichen Vorstellungen; unsere Fä- 
higkeiten seien zu beschränkt, als dass sie das Unendliche er- 
fassen könnten ^^). 

Um nun gleich das Berechtigte an den Ausführungen 
Xiocke's hervorzuheben : es ist zweifellos richtig, dass wir keine 
unendUche Grösse in anschaulicher Weise vorstellen können ; 
wir können uns freilich keinen „üeberblick^ verschaffen, keine 
Heerschau abhalten über alle die Raumstücke des unendlichen 
Raumes, über alle die Einheiten eines unendlichen Inbegriffes, 
welche selbst „eine unaufhörliche Wiederholung uns nimmer 
vollständig darbieten kann". Auch kann Niemand, um uns 
nun wieder einer specielleren Betrachtung der unendlichen 
Vielheit zuzuwenden, beim Abzählen einer solchen Vielheit je 
zu Ende kommen, und es beruht nicht etwa auf zufkUigen, 
sondern auf wesentlichen Hindernissen, dass dies nicht angeht : 
wem also irgend Etwas erst dann als ein Ganzes erscheint, wenn 
es durch einen ersten imd letzten Schritt menschlichen Auf- 
fassens gewissermassen eingerahmt werden kann, dem wird zu- 
gestanden werden müssen, dass indem hier angegebenen 
Sinne des Wortes keine unendliche Vielheit ein Ganzes dar- 
stelle. 

Diese Zugeständnisse sind aber auch alle, zu denen wir 
uns herbeilassen können. Unsere Vorstellung von etwas Un- 
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endlichem ist vorerst keine ^stets anwachsende^ und ^flüchtige^r 
eine solche Vorstellung wäre immer nur die Vorstellung von 
etwas Endlichem, bald von diesem, bald von jenem Endlichen, 
und demnach für unsere Kaisonnements tlber das Unendliche 
unmassgeblich. Locke selbst macht die psychologische Be- 
merkung 3^) : wir pflegten, wenn wir etwas Unendliches vorstellen 
sollen, damit einzusetzen, dass wir zuerst ein grosses Endliche 
vorstellen und uns vielleicht dann noch bemühten, dieses End- 
liche einigemal in unserem Geiste zu vervielfältigen, womit wir 
natürlich dem Vorstellen eines Unendlichen um keinen Schritt 
näher kämen; aber er hat hiemit nur eine Aeusserungsweise un- 
serer Phantasie beschrieben, welche allerdings ein strengeres 
Denken häufig oder auch stets begleiten mag, ohne dass aber 
darum dieses Denken mit jenem Phantasiren zu idenficiren 
wäre. Wir besitzen vielmehr ganz abgesehen von jenen An- 
sätzen zum anschaulichen Vorstellen eines Unendlichen, bei 
denen freilich unsere Phantasie gar bald ihre Hilflosigkeit ein- 
sieht und ermüdet in sich zurücksinkt, auch scharfe Begriffe 
wenigstens gewisser Unendlichkeiten, wie wir denn oben von 
einem solchen Begriffe einer unendlichen Vielheit ausgegangen 
sind : diesen wesentlichen Umstand hat Locke gründlich ver- 
kannt. Wenn er die Vorstellung eines Unendlichen eine ne- 
gative schalt, so muss ihm allerdings fühlbar gewesen sein, dass 
es ausser jenem phantasiemässigen Vorstellen eines immer an- 
wachsenden Endlichen, worauf das Merkmal negativ offenbar 
nicht passt, auch ein anderswie vorgestelltes Unendliche geben 
müsse; aber bei seiner Herabwürdigung dieser anderen, der be- 
grifflichen Vorstellensweise übersah er, dass ein jeder scharfe 
Begriff von etwas Unendlichem, z. B. von einer unendlichen 
Vielheit, ob nun negativ oder nicht, nicht nur insofern mit an- 
deren rechtschaffenen Begriffen gleichwerthig ist, als er die Sub- 
sumption gewisser Gegenstände unter ihn erheischt, die anderer 
ablehnt, sondern auch speciell mit mathematischen Begriffen 
darin übereinkommt, dass er zur Vergleichung der unter ihn 
fallenden Gegenstände die erforderliche Anleitung gibt. Diese 
Leistung eines Begriffes ist eine durchaus respectable. Und sie 
erregt den Argwohn, dass es auch mit seiner Negativität eine 
andere Bewandtnis haben werde, als Locke meinte. In der 
That ist nun leicht einzusehen, dass seine diesbezüglichen Ar- 
gumente ihr Ziel nicht erreichen. Ich sehe ganz ab davon, 
dasa unser Philosoph nicht gerade über den präcisesten Begriff 
eines Unendlichen verfügte, so dass, was wenn er immerhin 
seinen Begriff vom Unendlichen als negativ aufzeigte, diea 
nicht ohneweiters auch auf den unseren übertragbar zu sein 
brauchte: aber selbst sein Begriff eines Unendlichen (er versteht 
darunter an der entscheidenden Stelle Etwas, das grösser ist als 
jedes gleichartige Endliche) ist kein negativer zu nennen; um 
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ihn als solchen erscheinen zu lassen^ muss er ihn ärmer machen, 
als derselbe seiner Definition nach ist. Oder was ^ill es An- 
deres bedeuten, wenn er unseren Intellect hinsichtlich der Po- 
sitivität seiner Vorstellung vom Unendlichen einem Matrosen 
vergleicht, dessen Senkblei, soviel Spielraum er ihm auch ge- 
währe, nur immer sinkt und sinkt und der bloss aus diesem 
Datum eine Vorstellung von der. Tiefe des Meeres gewinnen 
sollte? Ist hiebei nicht gerade das entscheidende Moment ausser 
Acht gelassen, dass wir in gewissen concreten Fällen, z.B. bei 
Betrachtung des Inbegriffes aller Anzahlen .der Anzahlenreihe 
die Evidenz dafür haben, keine Anzahl könne die letzte sein 
und dass wir nur .darum diesen Inbegriff einen unendlichen 
nennen? Man gewähre jenem Matrosen die analoge Einsicht 
und er wird sofort sagen^ das Meer sei unendlich tief, — einie 
Erkenntnis, die verglichen mit dem früheren Zustande seiner 
Uii;heilsschwankung einen weit höheren Grad des Wissens dar- 
stellt -^ und er wird auch sofort dementsprechend handeln, 
indem er seine nunmehr unnützen Versuche mit der Senkleine 
aufgibt. Locke hat hier vergessen, dass eine unendliche Grösse 
der Definition nach nicht nur grösser als diese oder jene aus 
einer endlichen Vielheit herausgegriffene endliche Grösse, 
sondern grösser als jede endliche Grösse sein müsse. Und er 
hat letztlich den Sinn des Wortes „positiv*^ so abgeändert, : dass, 
wenn die Vorstellung des Unendlichen in diesem Sinne des 
Wortes nicht -positiv, negativ sein sollte, es nicht der Mühe 
werth wäre, hierüber, noch länger zu debattiren. Er meint: 
Niemand habe eine klare positive Idee von der Grösse irgend 
einer Ausdehnung, wenn er nicht ^eine ihre Ausmessung um- 
spannende Idee^ habe; und zu sagen. Jemand habe eine posi- 
tive klare Idee von einer Grösse, ohne doch zu wissen, w i e 
gross sie sei, sei ebenso vernünftig, wie zu sagen, es habe Jemand 
eine positive klare Idee von der Anzahl der Sandkörner am 
Meeresufer, ohne doch zu wissen, wie viele ihrer seien, und nur 
das wissend, dass ihrer mehr seien als zwanzig^"). Abgesehen 
davon, wie es ganz im Tenor des früher besprochenen Irrthümes 
liegt, in diesem Zusammenhange ausschliesslich das Zahlwort 
«zwanzig^ zu nennen, wo selbst die Nennung beliebig vieler 
Zahlwörter nicht genügen würde, bemerkt man sofort, dass hier 
unter einer ,, positiven'' Vorstellung — sie wird charakteri- 
stischer Weise immer zugleich eine „ klare ^ genannt — eine 
solche verstanden wird, die, beim Baume nach Art einer an- 
schaulichen Vorstellung, den Grenzen des Vorgestellten liebevoll 
folgt, und bei einer Vielheit sich nicht früher beruhigt, bevor 
nicht ihre Grösse durch eine endliche Anzahl angegeben ist, 
m. a. W. bevor nicht die Vielheit Elemient für Element ab- 
gezählt worden ist. Dass nun dergleichen bei unendlichen 
Grössen allerdings nicht stattfinden könne, wurde bereits zuge- 



'^' i. L--^ \^y^ 1 : / V / } r' ) ?'n r X.> / '-r J /}-.- 





■C>-'\a y ) - • V i ; >^ ' ^^ - J^C^'z-^C vf^-t : 



/ 'S 



smnden; aber es ist falsch ^ meinen, dass niemit auch die Po- 
sitivität der Unendlichkeitsvorstellungen in einem Sinne, der ' 
dieselben erheblich anfechten könnte, geleugnet sei. Denn nicht 
bloss Unendliches wird auf jene undeutliche Weise vorgestellt, 
welche Locke für ein Kennzeichen einer „negativen Idee" an- 
sieht, sondern auch schon von grossen, endlichen Anzahlen 
gilt ein Gleiches: und wenn man wirklich von einer Grösse 
erst dann eine positive Vorstellung hätte, wenn man zahlen- 
massig weiss, „wie gross sie ist", so hätte Archimedes, solange 
er damit umging, die Grösse des Kreisumfangs durch Ein- 
schaltung desselben in um- und eingeschriebene Vielecke von 
wachsender Seitenzahl allererst zu bestimmen, nur eine negative 
Vorstellung dieser Grösse gehabt. Dass eine solche Vorstellung 
thatsächlich einen anderen Namen verdiene, werden wir sogleich 
erfahren; wäre sie aber immerhin eine bloss negative gewesen, 
so müsste man einräumen, dass auch „negative"* Vorstellungen 
nicht nur ungemein nützlich, sondern auch einer immer wach- 
senden Bestimmtheit fähig sein können. In diesem Sinne 
wäre aber das Prädicat : „negativ" so wenig mehr ein abfälliges, 
dass wir fürder keinen Anlass hätten, es von der Vorstellung 
des Unendlichen fernzuhalten. 

Auch die indirecten Gründe, welche Locke für die Nega- 
tivität jeder Ünendlichkeitsvorstellung ins Feld führt, sind nicht 
schwer zu widerlegen. Hätte Jemand eine positive Unendlich- 
keitsvorstellung, so hiess es, er müsste eine Unendlichkeit zu 
einer anderen hinzufügen können. Nun werden wir hören, 
dass dies in der That, falls nur die betreffenden Unendlich- 
keiten präcis definirt sind, durchaus thunlich ist und dass das 
Eesultat einer solchen Addition gerade so gut vorstellbar ist, 
wie einer der Addenden selbst. Wäre aber eine solche Opera- 
tion auch nicht möglich, so würde dies immer noch nichts für 
die Negativität der Unendlichkeitsvorstellungen beweisen ; denn 
Locke selbst war, wie wir seinerzeit erfahren haben, der Ansicht, 
dass bei den doch sicherlich positiven „secundären Qualitäten" 
z. B. der Farbe und des Geschmacks die analoge Zusammen- 
fügung gleichfalls nicht möglich war. Warum sollten nicht hierin 
unendliche Grössen mit jenen Qualitäten übereinstimmen können? 
Wir haben seinerzeit aber auch erfahren, dass fUr die Möglich- 
keit, irgend eine Eigenschaft ihrer Art gemäss zu steigern oder 
anders ausgedrückt: das Gebiet der Eigenschaften dieser Art 
nach einer gewissen Richtung fortzusetzen, bloss das in Betracht 
I komme, ob wir uns einer Beziehung zwischen aufeinanderfolgen- 
den Eigenschaf!t;en dieser Art mit hinreichender Klarheit be- 
wusst seien und ob diese Beziehung zur Schöpfung indirecter 
Vorstellungen von hinlänglicher Bestimmtheit genflge ; man darf 
nicht ausser Acht lassen, dass durch diese ganz allgemeinen 
Bedingungen der Unterschied, der durch die Schlagwörter Quali- 
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tat und Quantität bezeichnet zu werden pflegt, überragt wird. 
Liessen sich also unendliche Grössen auch nicht addiren, so 
würde dieser Mangel einer Relation zwischen ihnen darum 
noch immer nicht gegen die Positivität der auf sie bezüglichen 
Vorstellungen zu zeugen brauchen. 

Noch einfacher erledigt sich das letzte Argument Locke's, 
wonach auch die endlosen Dispute, zu denen die Erörterung 
der Unendlichkeitsprobleme Änlass gegeben hätte, für die Nega- 
tivität all unserer Vorstellungen von etwas Unendlichem sprechen 
sollten. Es ist klar, dass hieraus nur die Schwierigkeit der ge- 
nannten Probleme zu folgern ist und dass Probleme von solcher 
Schwierigkeit auch dort auftauchen, wo man es durchaus nicht, 
wenigstens nicht in eminenter Weise mit negativen Vorstellungen 
zu thun hat (man denke nur etwa an das Problem der Willens- 
freiheit) ; und es ist femer klar, dass die Schwierigkeit und der 
streiterregende Charakter speciell der Unendlichkeitsprobleme 
sich sehr wohl auch dann begreifen lassen, wenn man die Ne-* 
gativität der hieher gehörigen Vorstellungen anficht, — ich er- 
innere hier nur daran, dass diese Vorstellungen jedenfalls von 
unanschaulicher, indirecter und sehr complicirter Natur sind, 
dass die hierauf bezüglichen Probleme mit den mannigfachsten 
und nicht rein intellectuellen Interessen, wie z. B. mit religiösen, 
seit jeher verknüpft waren. Das vorliegende Argument Locke's 
würde also auch dann versagen, wenn wir nicht in der 
glücklichen Lage wären — in der wir aber meines Erachtens 
heute sind, — darauf hinweisen zu können, dass die Zeit jener 
fruchtlosen Dispute endgiltig vorüber ist. 

Es obliegt uns nunmehr bloss noch aufzuzeigen, was wohl 
einen so feinsinnigen Psychologen, wie es Locke war, zu dem 
eben widerlegten Irrthume hat verführen können. Eine Aus- 
kunft hierüber wird sich mit wenigen Worten geben lassen, 
wenn nur erst die wirkliche Natur unserer Unendlichkeitsvor- 
stellungen — ich kann mich nunmehr wieder auf die unend- 
liche Vielheit beschränken — dargethan sein wird. 

Schon Bolzano hat nachdrücklich darauf hingewiesen, 
„dass man, um ein aus gewissen Gegenständen a, b, c, d.... 
bestehendes Ganze zu denken, (keineswegs) zuvor sich Vor- 
stellungen, die einen jeden dieser Gegenstände im Einzelnen 
vorstellen (Einzelvorstellungen von ihnen) gebildet haben müsse.*^ 
„Ich kann mir — so fährt er fort, — die Menge, den Inbegriff 
oder, wenn man so lieber will, das Ganze der Bewohner Prags 
oder Pekings denken, ohne mir einen jeden dieser Bewohner 
im Einzelnen . . . vorzustellen. Ich thue das wirklich jetzt eben, 
indem ich . . . z. B. das Urtheil fälle, dass ihre Anzahl in Prag 
zwischen den beiden Zahlen 100000 und 120000 liege." Und 
er fügt die Möglichkeit dieses Sachverhalts aufklärend hinzu: 
„Es ist nämlich, sobald wir erst eine Vorstellung A besitzen. 
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die jeden der Gegenstände a, b, c; d. . . sonst aber nichts An- 
deres vorstellt, überaus leicht, zu einer Vorstellung zu gelangen, 
welche den Inbegriff, den alle diese Gegenstände zusammen 
ausmachen, vorstellt. Dazu bedarf es in der That nichts An» 
deren, als den Begriff, den das Wort Inbegriff bezeichnet, 
mit der Vorstellung A in der Art zu verbinden, wie es die 
Worte: „Der Inbegriff aller A" andeuten'*). Noch ein- 
leuchtender wird die Richtigkeit dieser Bemerkung, wenn man 
erkennt, dass, was sie hervorhebt^ nur ein Sßecialfellin- 
di recte n/Vorstgllens ist. Solches Voratelleh ^^) lie p ^t überall dor t 
vor, wo vermöge irgend einer Relation (Bezieliung) una emes 
ihröf Fundamente (Beziehun gsgiieder jf. f\{^ «1« b^rftit« bekannt 
vorausgesetzt werden, jiarf,j^s..aildere noch unbekannte "FuffÖa- 
iMnt der"EelaticuL»yojrgestellt wird; und um einzuseHen,*Vie 
weil"* verbreitet dieser Modus des Vorstellens ist, genügt es, sich 
zu vergegenwärtigen, dass unsere Orientirung über all das, 
was wir nicht persönlich wahrgenommen haben, also über den 
grössten Theil dessen, was wir die Welt nennen, in der aus- 
giebigsten Weise gerade Daten dieser Art in Anspruch nimmt : 
wenn z. ß. der Physiker Photographien von Explosionen be- 
nützt, um derlei für unser Wahrnehmen zu rasch vor sich 
gehenden Erscheinungen zu studiren, so benützt er die zwischen 
Bild und Original bestehende Aehnlichkeitsrelation, um ver- 
möge ihrer und ihres einen Fundaments (der Photographie) 
das andere Fundament (die Explosion) indirect vorzustellen. 
Denkt man sich nun diejejijg£_Rdation zu Grunde eelegt, 
w^IchBTWtechen eifiem Begriffsinhalte^und seinem ziigehöfigen 
Begritisumtange besteht, u nd H^e nützt ' dieselbe, um' vermöge 
ihrer und^ des^ .y^ii ttUB direct yoi'stellbaren* BegriJf'smlialts dessen 
UmFahg Tndirect vdrzustelleh, so hat man, falls dieser Hömföng 
ein unendficher war, einen unendlichen Inbegriff oder eine* xm- 
endliche Vielheit genau auf 'die von frölzano beschriebene 

Weise vorgestellt. . - . . _ ^ 

Dass nun aber einem Begriffe ebensowohl ein unendlicher, 
wie ein endlicher Umfang zukommen könne, dürfte wohl Nie- 
mand ernstlich bestreiten können. Es gibt freilich Begriffe, die 
so unvollkommen sind, dass ihr Umfang zahlenmässig nicht be- 
stimmt ist; wenn ich z. B. den Begriff eines Haufens von 
Gegenständen nur insoweit fixire, dass ich jede Vielheit von 
drei und mehr Gegenständen einen Haufen nenne, hingegen es 
unausgemacht lasse, ob auch eine Vielheit von ein oder zwei 
Gegenständen diese Benennung verdiene, so wird, falls in diesem 
meinen Zimmer Aepfel zu zweien, dreien u. s. w. aufgeschichtet 
sind, der Umfang des Begriffes: „in diesem, meinem Zimmer be- 
findlicher Haufen Aepfel'^ ein zahlenmässig unbestimmter sein. Es 
mag femer ein Begriff wohl so scharf sein, dass von jedem be- 
liebigen Gegenstande ausgesagt werden kaun, ob er unter ihn 
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falle oder nicht — wir wollen einen solchen Begriff einen w:ohl. 
definirten nennen — und es mag dennoch sein Umfang für 
xiUy ZflhleiiUJässig unbestimmbar sein ; so ergeht es uns mit dem 
Begriffe: „irgendwo in der Welt befindliches Kilogramm Eisen" 
Ton dessen Umfang wir nicht einmal das wissen, ob er ein 
endlicher oder unendlicher sei. Ausserdem gibt es aber auch 
eine Fülle von Begriffen, die sowohl wohldetinirt, als auch für 
uns zahlenmässig bestimmbar sind; deren Umfang kann nun 
entweder ein endlicher sein, wie z. B. bei dem Begriffe : „Fenster 
dieses meines Zimmers," dem die Anzahl zwei zukommt, oder — 
und dieser Fall ist es, der uns jetzt speciell angeht — ein un- 
endlicher. Der letzte Fall liegt am Unbestreitbarsten dann 
"vor, wenn es durch die Natur des Begriffes verbtlrgt ist, dass 
keiner seiner Gegenstände der letzte sein könne; 
da nun z. B. Niemand leugnet, dass dies für die Anzahlen zu- 
treffe, indem hiefür das etwa auch von Locke so intensive Be- 
wusstsein, vor jeder Zahl der Anzahlenreihe aus noch weiter 
zählen zu können, eintritt, so ist der Begriff: „Zahl der natür- 
lichen Zahlenreihe" ein solcher, dem als Umfang ein unend- 
licher Inbegriff oder eine unendliche Vielheit zukommt. Der 
Begriff einer unendlichen Vielheit ist demnach kein sich 
widersprechender, solange nicht dargethan ist, dass es mit 
zum Begriffe eines Begriffes gehöre, einen nur endlichen Um- 
fang zu besitzen; und er ist unvermeidlich, wenn es Be- 
griffe gibt — '■ und man kann deren beliebig viele aufzeigen — 
die so beschaffen sind, dass die Anzahl der unter sie fallenden 
Gegenstände nothwendigerweise keine endliche ist. 

Fragt man sich, woher es rühre, dass man den Begriff 
einer unendlichen Vielheit trotzdem und so häufig als einen Un- 
begriff denuncirt hat, so kommt hiefür vorerst jener Irrthum 
in Betracht, den Bolzano so klar berichtigt hat, wonach das 
Vorstellen eines Ganzen durch das Vorstellen aller seiner Theile 
hindurchgehen müsse. Es kommt hier ferner in Betracht — wovon 
übrigens der eben genannte Umstand nur eine Consequenz ist — 
dass man die Tragweite des indirecten Vorstellens überhaupt unter- 
schätzte ; wohl hat dasselbe nicht den Glanz des anschaulichen 
Vorstellens und man muss, weil man auch widerspruchsvolle Be- 
griffe indirect vorstellen kann, vorsichtiger damit umzugehen: 
aber, wer darum den Wert desselben anfechten wollte, würde 
hiemit eines der wichtigsten Werkzeuge menschlichen Erkennens 
in ungerechtfertigter Weise herabsetzen. Bei speciellen Autoren 
traten dann auch specielle Gründe hinzu, durch welche sie in ihrer 
Opposition bestärkt wurden; ich fülle eine Lücke aus, die 
meiner Darstellung oben aufwies, wenn ich diejenigen Gründe, 
welche Locke nach dieser Richtung beeinflussten, hier angebe. 
Locke fasste schon die Behauptung von der Unendlichkeit der 
Anzahlenreihe zu psychologistisch dahin auf, dass „man" jede 
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Anzahl immer noch um Eins zu vermehren fähig sei ^^), während 
es sich hier doch nicht so sehr um die psychischen Fähigkeiten 
irgend eines Individuums, als vielmehr darum handelt, dass 
solche Vermehrbarkeit bestehe, d. h. dass der Begriff irgend 
einer um Eins vermehrten Anzahl keine Unverträglichkeit in 
sich berge. Dem entspricht es, wenn er einen übertriebenen 
Wert auch auf unsere Fähigkeit, die Einheiten einer Anzahl 
vorstellend zusammenzu&ssen, legt, — eine Fähigkeit, die siGh 
doch auch nicht auf aUe endlichen Anzahlen erstreckt, 
nur auf die kleinsten unter ihnen; indem er dann unendliche 
Vielheit von unendlicher Anzahl nicht unterscheidet, sieht er 
sich vor die Forderung gestellt, auch die Einheiten eines un- 
endlichen Inbegriffes in der Weise, die nach seiner Ansicht ffir 
die endlichen Anzahlen stattfand, vorstellend zusammenzu* 
fassen, und weil diese Forderung der Natm' der Sache nach 
unerfüllbar ist, behandelt er die Begriffe einer unendlichen 
Vielheit oder einer unendlichen Anzahl als contradictiones in 
adjecto. Aber, wer hiess ihn, jene Forderung aufzustellen, die 
auf die „unendlichen Anzahlen^ auszudehnen nicht einmal ver- 
stattet wäre, wenn sie auch wirklich für alle endlichen befriedigt 
werden könnte ? Was von den endlichen Anzahlen gilt, wird, falls 
es unendliche gäbe, niemals ohneweiters auch auf diese übertrag- 
bar sein : sonst könnte man sich die Bekämpfung der letzteren 
auch heute noch damit leicht machen, dass man einfach alte Argu- 
mente des folgenden Schlages: „jede endliche Anzahl ist ent- 
weder eine gerade oder eine ungerade; eine unendliche Anzahl 
müsste sowohl gerade als ungerade oder auch weder gerade 
noch ungerade sein: also gibt es keine unendliche Anzahl^ ^^) 
wieder aufnähme. Ueber die Identification von unendlicher 
Vielheit und „unendlicher Anzahl^ wird später noch ein Wort 
zu sagen sein; hier muss ich nur noch Locke anlangend be- 
merken, dass ihn an einer richtigcQ Auffassung der in Rede 
stehenden Sachlage auch die fatale Vieldeutigkeit seines Ter- 
minus „Idee,^ der in unserem Zusammenhange bald ein Vpr- 
gestelltes, bald ein Vorstellen, bald sogar ein Uii;heil bezeichnet, 
verhinderte. Wenn es an einer entscheidenden Stelle seines 
Capitels über Unendlichkeit ^®) heisst : wir dürften nicht irgend 
einer „Idee" von Grösse, deren Besitz man unserem Geiste zu- 
trauen kann, Unendlichkeit zuschreiben und dann über unend- 
liche Grössen raisonniren, so ist hier unter „Idee** ein Vorge- 
stelltes zu verstehen, denn nur einem solchen, nicht etwa auch 
unserem Vorstellen kann es uns einfallen, Unendlichkeit zuzu- 
schreiben. Nun soll aber — so fährt unser Autor zur Recht- 
fertigung jener Aeusserung fort — unsere „Idee** von Unend- 
lichkeit eine endlos wachsende sein und es daher nicht angehen, 
„der Idee'^ irgend einer Grösse, die ein wesentlich Bestimmtes 
sei, Unendlichkeit zuzuschreiben. Hier kann sich nun die Cha- 
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rakteristik unserer ^Idee^ der Unendlichkeit als einer ^endlos 
wachsenden^ nur auf die vergeblichen Versuche beziehen, sich 
ein Unendliches vorzustellen (und zwar vermöge derPhan* 
tasicy nicht vermöge eines scharfen Begriffes vorzustellen) ; denn 
dass Jemand das Unendliche selbst für des Wachsthums &hig 
erkläre, hat Locke selbst als absurd verspönt Weiter unten 
heisst es : die erlaubte ^Idee^ von der Unendlichkeit des Raumes 
sei nichts AndereSi als der für möglich gehaltene (supposed) 
unbeschränkte Progress des Geistes; hier ist nun unter „Idee^ 
gar ein Urtheil verstanden. 

Ist nun aber hiemit die Art und Weise aufgezeigt, wie 
eine unendliche Vielheit zwar nur indirect, aber widerspruchs- 
los vorgestellt werden kann, so ist ohneweiters einleuchtend, 
dass dieselbe Art und Weise des Vorstellens auch auf alle 
anderen Grössen, die man etwa ausserdem noch für unendlich 
sollte erklären müssen, Anwendung finden werde. Schon 
Locke hat bemerkt, dass Unendlichkeit unmittelbar nur dem 
Räume, der Zeit und der Zahl zuzuschreiben sei, und dass 
weiterhin auch unsere Vorstellungen von der Unendlichkeit 
des Raumes und der Zeit aus der Uebertragung der Anzahlen- 
unendlichkeit auf gewisse endliche Raum- und Zeitdaten ent- 
springe^^); ebenso hat Bolzano den Gedanken vertreten : „es 
gebe strenggenommen nichts anderes als eben nur Vielheiten, 
auf welche der Begriff des Unendlichen in seiner eigentlichen 
Bedeutung angewandt werde d. h. ... die UnendHchkeit (sei) 
eigentlich nur eine Beschaffenheit von Vielheiten oder (wir 
nennen) Alles, was wir für unendlich erklären, nur darum so, 
weil und inwiefern wir daran eine Beschaffenheit gewahren, 
die sich als eine unendliche Vielheit ansehen lässt. . . . Findet 
(der Mathematiker) eine Grösse, grösser als jede Anzahl der 
zur Einheit angenommenen, so nennt er sie unendlich gross; 
findet er eine so klein, dass jedes Vielfache derselben kleiner 
ist als die Einheit, so nennt er sie unendlich klein'' u. s. w. 
Wenn demnach in die Vorstellung aller unendlichen Grössen 
die Vorstellung einer oder mehrerer unendlicher Vielheiten ein- 
tritt, so ist wohl klar, dass dieselbe Art indirecten Vorstellens, 
vermöge deren wir uns eine unendliche Vielheit vergegen- 
wärtigen^ auch beim Vorstellen jener anderen unendlichen 
Grössen zur Geltung kommen werde; bloss dadurch wird sich 
das Vorstellen der einen unendlichen Grösse von demjenigen 
einer anderen unterscheiden, dass jenes indirecte Vorstellen 
in dem einen Falle an andere endliche Daten anknüpft, als in 
dem anderen: hier an eine Raumeinheit, dort an die Zeiteinheit 
u. s. w. Und es verdient bemerkt zu werden, dass falls man 
ausser dem „extensiven" Unendlich, wie man die Unendlich- 
keiten der Zahl, der Zeit und des Raumes zu nennen beliebte, 
noch ein der Intensität nach Unendliches einräumen müsste, 
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also z. B. eine Tonstärke^ die grösser wäre als eine jede end- 
liche, das indirecte Vorstellen auch eines solchen intensiv Un- 
endlichen abermals auf dasjenige einer unendlichen Vielheit 
zurückginge: denn wie sollte man eine unendliche Tonstärke 
anders vorstellen, als indem man einen gewissen endlichen 
Unterschied zweier Tonstärken unendlich oftmals ver- 
vielfacht dächte? 

Auf unserem Vorstellen unendlicher Vielheiten beruht auch 
die Art, wie wir zahlreiche andere Begriffe, denen wir bereits 
begegnet sind und noch begegnen werden, vorstellen. So wird 

z, B. die Zahlenfolge I ^> t? ö^ " • • ^^ infin. 1, deren wir bereits 

an früherer Stelle gedachten, vorgestellt, indem man sich zwischen 

allen Gegenständen derjenigen unendlichen Vielheit, welche 

1 " • 
den Umfang des Begriffes: „Zahl von der Form -— ausmacht, 

eine bestimmte Anordnung bestehend denkt. Und ganz all- 
gemein ist in diesem Zusammenhange der Begriff der Grenze 
einer unendlichen Werthefolge zu nennen, der sammt seinen 
zahlreichen Abarten (ich erwähne unter vielen nur den Begriff 
einer irrationalen Zähl und eines Differentialquotienten) stets 
so vorgestellt wird, dass als indirect Vorzustellendes eine oder 
mehrere unendliche Vielheiten auftreten. Vorerst ist die un- 
endliche Werthefolge, um deren Grenze es sich hier handelt, 
selbst eine unendliche Vielheit; und da auch das Grenze-Sein 
nichts Anderes bedeutet, als dass dasjenige, was als Grenze 
angesehen wird, sich, wenn ein beliebiger positiver Werth e 
vorgelegt ist, von einem gewissen angebbaren Gliede jener 
Werthefolge und allen auf dieses Glied folgenden um weniger 
als e unterscheidet, so ist hier abermals ein unendlicher In- 
begriff (nämlich derjenige, aus dem die Werthe s herausgegiiffen 
werden können) angegeben, der als indirect vorzustellender in 
Betracht kommt. Dies ist aber auch Alles, was an dem Vor- 
stellen der Grenze einer unendlichen Werthefolge Schwierig- 
keit bereiten kann; die hier vorhandene Schwierigkeit ist keine 
andere, alö die schon beim Vorstellen unendlicher Vielheiten 
vorhandene, also eine, wie wir gesehen haben, mit den gewöhn- 
lichen Mitteln indirecten Vorstellens überwindbare Schwierig- 
keit. Und es ist wichtig, dies im Auge zu behalten, da man 
sonst Gefahr läuft, auf die mystische Annahme einer psychischen 
„Function", welche eigens zum Vorstellen von Grenzbegriffen 
taugen soll, zu verfallen. 

Darf es nun vermöge der vorstehenden Ausführungen als 
ausgemacht gelten, dass der Begriff einer unendlichen Vielheit 
indirect vorstellbar sei, so muss nur noch gezeigt werden, dass 
er keinen Widerspruch in sich berge : denn auch Widerspruchs- 
volles, wie z. B. der Begriff eines grössten echten Bruches, 
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kann indirect vorgestellt werden. Man hat nun allerdings einen 
Widerspruch darin zu finden geglaubt, dass „eine Synthese zu- 
gleich vollendet und actuell sein solle und doch ihre Elemente 
unni()glich fertig gezählt werden können^ und dann schlankweg 
behauptet, etwas was durch successive Synthesis nicht erschöpft 
werden kann, könne nicht existiren; aber dieser Einwand ge- 
winnt nur dann einigen Anschein von Berechtigung, wenn man 
ausser Acht lässt, dass in demselben das Wort ^Synthese^ 
aequivoc, eitimal für Zusammengesetztheit, das andere Mal für 
unser subjectives Zusammensetzen verwendet wird: denn dass 
ein Zusammengesetztes darum nicht sollte existiren können, 
weil wir es nicht zusammensetzen konnten, leuchtet doch sicher- 
lich Niemandem ein. Wir glauben nun allerdings, die Wider- 
spruchslosigkeit des Beginffes einer unendlichen Vielheit am 
Besten damit darthun zu können, dass wir Gregenstände, die 
unter diesen Begriff fallen oder, was dasselbe besagt: die Existenz 
unendlicher Vielheiten aufzeigen. Dass hier, wie anderswo, 
die alte Aristotelische Unterscheidung zwischen Existenz und 
Kealität gewahrt werden mflsse und eine Verwechslung dieser 
beiden Begriffe nicht stattfinden dürfe, braucht wohl im vor- 
liegenden Falle umso weniger eingeschärft zu werden^ als ge- 
rade diejenigen Vielheiten, deren Existenz wir mit der grössten 
Zuversicht behaupten, Vielheiten solcher Gregenstände sind, 
denen man Realität (oder Wirklichkeit) in keinem auch nur 
halbwegs vernünftigen Sinne des Wortes zusprechen kann. Wie 
schief nun jener Gedanke sei, der den Nerv des obigen Ein- 
wandes ausmacht : als ob eine unendliche Vielheit allererst 
durch unser Zusammensetzen entstehen müsse, um zu existiren, 
wird ohneweiters ersichtlich, wenn man bedenkt, wie unendliche 
Vielheiten existiren. Da zeigt sich denn, dass, wenn nur erst 
ein wohldefinirter Begriff gegeben ist, die Vielheit der unter 
ihn fallenden Gegenstände — und wir haben gesehen, dass diese 
Vielheit ebensowohl eine unendliche sein kann, wie eine end- 
liche — etwas objectiv Bestimmtes ist, dem wir willkürlich 
weder etwas hinzuzufügen, noch etwas abzubrechen im Stande 
sind; auf nichts weniger, als auf den Umfang eines solchen 
Begriffes kann die Aristotelische Beschreibung seines §uvd[isi 
aireipov passen, über welches hinaus immer noch etwas exis- 
tiren soll, das man demselben hinzufügen könne: Dergleichen 
kann man wohl von jedem Theile dieses Umfangs sagen, aber 
nicht von dem Umfange selbst. Vielleicht hängt hiemit auch 
die eigenthümliche Einschränkung zusammen, die der weit- 
blickende Stagirite seinen Erörterungen mit auf den Weg ge- 
geben hat, wonach er die Untersuchung, ob das „Unbegrenzte** 
auch in der Mathematik und in dem Denkbaren und in dem- 
jenigen, was keine Grösse hat, existire, als eine für sein Vor- 
haben zu allgemeine ablehnt; wie denn auch Leibnitz, der 
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sich gegen die unendliche Zahl wehrt, die unendliche Vielheit 
ohne Anstand einräumt ^% 

Es könnte auch sein, dass unbeschadet der Widerspruchs- 
losigkeit des Begriffes einer unendlichen Vielheit und der hie- 
mit gebotenen Möglichkeit, dass unter ihn etwas falle, den- 
noch von nichts in der Welt entscheidbar wäre, ob es eine 
unendliche Vielheit sei oder nicht. Dieses Bedenken wäre sehr 
gerechtfertigt, wenn es bloss Vielheiten realer oder wirk- 
licher Dinge, sein könnten, denen Unendlichkeit mit Recht 
zugeschrieben werden kann; denn es mag sehr wohl der Fall 
sein, dass ich die Existenz einer solchen Vielheit nicht allgemein, 
sondern nur aus den Eindrflcken erschliessen könnte, welche jedes 
einzelne jener Dinge auf mich macht, und es würde in diesem 
Falle die Entscheidung darüber, ob man unendlich viele Ein- 
drücke empfangen habe, grosse, vielleicht unüberwindbare 
Schwierigkeiten bereiten. Ganz anders steht aber die Sache, 
wenn es sich nicht um reale, sondern um G-edankendinge 
handelt. Hier gibt es ohne Zweifel Fälle, in denen man den 
Umfang eines Begriffes mit Evidenz bestimmen kann; man 
weiss mit jener grossen Sicherheit, welche evidente Sätze von 
den bloss mehr oder minder wahrscheinlichen Vermuthungen 
unterscheidet, wie die Induction sie liefert, dass die und die 
Gegenstände unter den betreffenden Begriff fallen und dass 
mehr Gegenstände unter ihn nicht fallen können: hier gibt es 
kein Abwarten, ob man nicht vielleicht doch noch von einem 
weiteren Gegenstande Kenntnis erlangen werde. Und wie eine 
Entscheidung von dieser charakteristischen Art bei Begriffen 
stattfindet, deren Umfang sich als ein endlicher erweist (man 
nehme z. B. den Begriff eines regulären Polyeders, dessen Um- 
fang durch die Anzahl Fünf bestimmt erscheint), so findet sie 
auch bei Begriffen statt, denen ihr gemäss, also mit Evidenz 
ein unendlicher Umfang zukommt. Wir haben als solche Be- 
griffe bereits diejenigen aller Wahrheiten an sich, alles Denk- 
baren überhaupt und aller Zahlen der natürlichen Zahlenreihe 
kennen gelernt; leicht Hessen sich diesen noch zahllose andere 
derselben Art, wie z. B. der Begriff: „Punkt zwischen zwei 
Punkten" und der Begriff „Primzahl" hinzufügen. Und es gibt 
Begriffe dieser Art, welche für die Ausgestaltung der Arith- 
metik, Algebra und Analysis so unentbehrlich geworden sind, 
dass ich hierüber kein Wort mehr verlieren möchte. Wer mit 
einer irrationalen Zahl in der üblichen Weise rechnet, aner- 
kennt hiemit implicite diejenige unendliche Vielheit gebrochener 
Zahlen^ durch welche jene irrationale Zahl definirt werden muss; 
wer aussagt, dass eine Function von x (y = f (x)) innerhalb irgend 
eines Intervalles eine gewisse Eigenschaft besitze z. B. stetig 
sei, anerkennt hiemit implicite, die unendliche Vielheit der- 
jenigen Werthe, welche die unabhängig Veränderliche x innerhalb 
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jenes iDtervalles anDehmen kann; grundlegende Sätze und 
Festsetzungen der Integralrechnung können ohne den Begrifi 
gewisser unendlicher Punktsysteme nicht formulirt werden u. s. w. 
An allen diesen unendlichen Inbegri£Pen hat der Begriff ein«s 
unendlichen Inbegriffes Realität; faiemit ist die Widerspruchs- 
losigkeit desselben, die vorher nur gegen Angriffe vertheidigt 
werden konnte, allererst positiv verbürgt und es ist zugleich 
die Möglichkeit dargethan, in einer mit Evidenz giltigen Weise 
Gegenstände unter ihn zu subsummiren. Wäre nun hiemit dem 
Begriffe einer unendlichen Vielheit sein Recht zu leben jeden^ 
falls gesichert, so kann doch zur Hervorhebung seiner Bedeutung 
noch ein wichtiger Schritt geschehen. Die Beschreibung dieses 
Schrittes wird es uns auch ermöglichen, das Verhältnis zwischen 
unendlicher Vielheit und „unendlicher Zahl^, das wir im Vor- 
stehenden unerörtert lassen mussten, aufzuklären. Wir haben 
gesehen, dass die Eigenschaft eines Inbegriffes von Gegenständen, 
die man sein Anzahlenmässiges nennen könnte, einer Steigerung 
fähig ist^ deren Abstufungen vorerst durch alle endlichen 
Anzahlen bezeichnet werden; wir haben femer gesehen, dass 
die Evidenz für die Unbegrenztheit dieser Steigerung, und die 
Evidenz dafür, dass niemals eine schon früher passirte Ab- 
stufung später nochmals erreicht wird, unausweichlich zum Be- 
griffe einer unendlichen Vielheit führen. Fragen wir 
uns nun, ob hiemit bereits die höchste Stufe des Anzahlen- 
massigen eines Inbegriffes erreicht oder ob noch eine weitere 
Steigerung desselben möglich sei. 

Es macht ein hohes Verdienst G. Cantor'saus, unwider- 
leghch bewiesen zu haben, dass Letzteres der Fall sei: die un- 
endliche Vielheit schlechtweg ist keineswegs das äusserste 
Anzahlenmässige, das wir noch fassen können. Bei näherer 
Betrachtung zeigt es sich nämlich, dass überhaupt noch kein 
präciser Grad des Anzahlenmässigen einer Vielheit damit be- 
zeichnet ist, dass man ihr Unendlichkeit schlechtweg zuschreibt : 
es gibt verschiedene Arten von Unendlichkeit. Und, wenn diese 
Arten nur einmal scharf definirt sind, so stellt sich heraus, dass 
irgend ein Repräsentant der einen in demselben Sinne grösser 
ist als irgend ein Repräsentant der anderen, wie irgend eine 
endliche Anzahl grösser ist, als eine andere, und wie der In- 
begriff aller Zahlen der natürlichen Zahlenreihe grösser ist, 
als jeder endliche Inbegriff. Die verschiedenen Arten von 
Unendlichkeit bilden also selbst wieder eine Stufenfolge, die 
nach dem Principe des Mehr und Minder aufgebaut ist. 

Um dies einzusehen, muss man sich vorerst daran erinnern, 
dass die Anzahlen zweier endlicher Inbegriffe A und B dann 
als einander gleich anzusehen sind, wenn die Gegenstände von 
A denen von B gegenseitigrcindeutig zuordenbar sind ; hingegen 
ist die Anzahl von A g r ö ss e r als die Anzahl von B (oder was das- 



- 64 - 

selbe besagt: die Anzahl von B kleiner als die von A), wenn 
es keine gegenseitig eindeutige Zuordnung der Gegenstände ron B 
an diejenigen Ton A gibt, bei welcher nach Aufbrauch aller B 
nicht immer ein oder mehrere Gegenstände von A aufgezeigt 
werden könnten, denen kein B zugeordnet werden konnte. 
Unternimmt man es, diese Definitionen auf unendliche Inbegriffe 
zu übertragen, so waltet hier bezüglich des Begriffes der Gleich- 
heit keine Schwierigkeit; man kann auch zwei unendliche In- 
begriffe M und K dann hinsichtlich ihrer Anzahl oder wie der 
Cantor'sche Ausdruck lautet: hinsichtlich ihrer Mächtigkeit 
für gleich erklären, wenn die Gegenstände von M denen von 
N auf ii^end eine Weise gegenseitig-eindeutig zuordenbar sind. 
So sind, um ein Beispiel zu geben, wenn M den Inbegriff aller 
geraden und N denjenigen aller ungeraden Anzahlen bedeutet. 
M und N von gleicher Mächtigkeit: man braucht nur jeder 
geraden Zahl 2 n die ungerade Zahl (2 n -f- 1) zuzuordnen und 
hat hiemit eine Weise gegenseitig eindeutiger Zuördenbarkeit 
zwischen den Gegenständen von M und N geftinden. Hingegen 
kommt ein äusserst wichtiger Unterschied zwischen endlichen 
und unendlichen Inbegriffen zum Vorschein, wenn man nun 
auch die Definition des Grösser-, ELleiner-Begriffes auf die 
unendlichen Inbegriffe anzuwenden sucht. Zwar ist auch diese 
Anwendung durchaus statthaft, aber man entdeckt hiebei, dass 
dann schon vermöge der Definition einer unendlichen Vielheit 
für eine solche der Satz nicht mehr gelten werde, wonach 
das Ganze „grösser*' ist als sein Theil: denn es war eine un- 
endliche Vielheit als einem Theile ihrer selbst gegenseitig-ein- 
deutig zuordenbar geradezu definirt worden und sie ist somit 
gemäss der obigen Definition von Gleichheit diesem ihren Theile 
anzahlengleich (oder mit ihm von gleicher Mächtigkeit), also 
gemäss der obigen Definition des Grösser **) nicht grösser (von 
höherer Mächtigkeit) als derselbe. Derselbe Sachverhalt lässt 
sich, anders gewendet, auch dahin beschreiben, dass, wenn eine 
unendliche Vielheit M Bestandtheil einer anderen N ist, d. h. 
wenn alle Elemente von M zugleich Elemente von N sind, 
darum M noch nicht kleiner (von niedrigerer Mächtigkeit) als 
N ist. So ist z. B. die Vielheit aller ungeraden Zahlen wohl 
Bestandtheil der Vielheit aller ganzen Zahlen, (welch letztere 
ausserdem noch die Vielheit aller geraden Zahlen in sich schliesst), 
trotzdem aber ist nicht etwa die erstere Vielheit von niedrigerer 
Mächtigkeit als die letztere, sondern es sind beide von gleicher 
Mächtigkeit: gleich die Vorschrift, es gehöre zu jeder ganzen 
Zahl n die ungerade Zahl (2 n -[- 1), gibt eine von den zahl- 
losen Arten ati, auf welche gegenseitig-eindeutige Zuordnung 
zwischen den beiden Vielheiten bewerkstelligt werden kann. 
Nennt man also die Mächtigkeit d. i. das Anzahlenmässige 
der Vielheit aller Zahlen der natürlichen Zahlem*eihe (sowie 
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aller unendlichen Vielheiten, die dieser gegenseitig-eindeutig 
zuordenbar sind, d. h. gleiche Mächtigkeit mit ihr besitzen) die 
erste Mächtigkeit, so wird es, um eine Vielheit von höherer 
Mächtigkeit, als von der ersten, ausfindig zu machen, nicht 
genügen, eine Vielheit namhaft zu machen, worin irgend eine 
Vielheit erster Mächtigkeit bloss als Bestandtheil vorkommt, — 
diesfalls könnten nach dem Obigen die beiden Vielheiten, wie- 
wohl de sich wie Ganzes und Theil zu einander verhalten, 
immer noch von gleicher Mächtigkeit sein — , sondern es wird 
auch gezeigt werden müssen, dass die Vielheit von prätendirt 
höherer Mächtigkeit, ausserdem dass in ihr eine Vielheit der 
ersten Mächtigkeit als Bestandtheil vorkommt, auf keine Weise 
diesem ihrem Bestandtheile gegenseitig-eindeutig zuorden- 
bar ist. 

Man möchte meinen, wenn man zur Vielheit aller ganzen 
Zahlen die Vielheiten aller gebrochenen Zahlen, deren es schon 
zwischen je zwei ganzen Zahlen eine Unendlichkeit gibt, hin- 
zufüge, also die Vielheit aller echten und unechten Brüche 
betrachte, so werde diese Vielheit eine der gesuchten Vielheiten 
von höherer als der ersten Mächtigkeit sein. In der That ist 
die eine Bedingung erfüllt, dass in dieser Vielheit solche erster 
Mächtigkeit vorkommen: so z. B. die Vielheit aller derjenigen 
unechten Brüche, welche ganze Zahlen sind. Aber da sich 
andererseits nachweisen lässt, dass trotzdem jene Vielheit aller 
möglichen echten und unechten Brüche dem erwähnten Theile 
ihrer Classe, nämlich der Vielheit Jener unechten Brüche, welche 
ganze Zahlen sind, gegenseitig eindeutig zuordenbar ist ^^), so ist 
sie gleichfalls nur von der ersten und nicht von höherer als 
von der ersten Mächtigkeit. Und wenn man eine neue Viel- 
heit dadurch bestimmt denkt, dass zu der Vielheit aller möglichen 
echten und unechten Brüche nun noch jene unendlich vielen 
irrationalen Zahlen hinzutreten, welche Lösungen al- 
gebraischer Gleichungen (mit ganzzahligen Coöfficienten) sein 
können, so stellt sich auf ganz analoge Weise heraus, dass auch 
diese neue Vielheit nur von der ersten und nicht von höherer 
als von der ersten Mächtigkeit ist **). Nimmt man nun aber zu 
der eben betrachteten Vielheit aller Brüche und algebraischen 
Irrationalzahlen noch diejenigen Irrationalzahlen hinzu, welche 
nicht Lösungen algebraischer Gleichungen sein können, so stimmt 
das Hinzutreten dieser, wie man sie genannt hat: transscendenten 
Zahlen, eine Vielheit, welche nun in der That von höherer .als 
von der ersten Mächtigkeit ist. Denn erstens kommen in 
dieser Vielheit Inbegriffe der ersten Mächtigkeit als Bestand- 
theile vor (so z. B. der Inbegriff aller ganzen Zahlen, der In- 
begriff aller gebrochenen Zahlen, der Inbegriff aller algebraischen 
Zahlen) und es kann zweitens streng nachgewiesen werden "), 
dass die in Kode stehende Vielheit keinem dieser in ihr ent- 
Kerry, System einer Theorie der Orenzbegriffe. 5 
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haltenen Inbegriffe und überhaupt keinem Inbegriffe von der 
ersten Mächtigkeit gegenseitig-eindeutig zuordenbar ist. 

Auch noch anderen Vielheiten, denen eine höhere als die 
erste Mächtigkeit zugeschrieben werden muss, werden wir im 
Laufe unserer Untersuchungen — einer noch in diesem Capitel — 
begegnen ^^). Auch wird dann noch die Frage aufifcaachen, ob 
man nicht in dem, was hier ganz allgemein blos als „höhere als 
die erste Mächtigkeit^ bezeichnet worden ist, noch Unterschiede 
erkennen könne, so dass dann bestimmter von einer zweiten, 
dritten u. s. w. Mächtigkeit die Bede sein könnte. Vorher 
mögen aber noch einige Bemerkungen yorgebracht werden, zu 
denen schon die bisherigen Darlegungen herausfordern. 

Es ist vorerst von principieller Bedeutung fUr die Erfassung 
eines der wichtigsten Punkte, welche diese Arbeit aufzuklären 
sich zum Ziele gesetzt hat, zuzugehen, wie die Beziehung des 
Mehr oder Minder, welche sich für die endlichen Anzahlen ab 
so klar erwies, dass vermöge derselben ein für alle theoretischen 
and praktischen Zwecke ausreichendes indirectes Vorstellen jeder 
beliebig hohen endlichen Anzahl stattfinden konnte, und welche 
auch noch zum Begriffe einer unendlichen Vielheit erster 
Mächtigkeit zwingend hinleitete, ihre Kraft verlor, als es sich 
nunmehr darum handelte, den Weg von der ersten zu höheren 
Mächtigkeiten aufzufinden: mit einem Male erlosch hier das 
Lichty welches so lange und so hell unseren Pfad erleuchtet 
hatte. Freilich konnte uns das Bewusstsein einer Beziehung, 
die wir bereits zwischen so vielen Gegenständen constatirt hatten, 
nicht plötzlich abhanden kommen , aber es hörte auf in der- 
selben Weise leistungsfähig zu sein, in der es etwa bei den 
endlichen Anzahlen leistungsfähig war. Vielleicht barg es — 
so musste man argwöhnen — eine Unverträglichkeit in sich, 
dieselbe Beziehung, die bis zur unendlichen Vielheit erster 
Mächtigkeit empor aus den kleineren Anzahlen die grösseren 
hatte hervorgehen lassen, nun auch auf diese unendUche Viel- 
heit anwendbar zu denken ; oder, wenn auch dies Aergste nicht 
der Fall war: vielleicht führte solche Anwendung nicht ebenso 
wie bei den endlichen Anzahlen auf etwas hinsichtlieh des 
Anzahlenmässigen Neues, sondern immer nur wieder auf die 
unendliche Vielheit erster Mächtigkeit zurück, die man hatte 
vermehren wollen. Haben wir doch gesehen, dass von einer 
unendlichen Vielheit auch hinsichtlich der Beziehung des Ganzen 
zu. seinen Theilen ein Anderes gilt, als von einer endlichen; und 
dass gewisse Vermehrungen einer unendlichen Vielheit, sogar 
Vermehrungen um unendlich viele Bestandtheile, deren Mächtig- 
keit nicht ändern. So bedürfte es denn eines besonderen Scharf« 
Sinnes, um eine höhere als die erste Mächtigkeit aufzufinden, 
wiewohl freilich, wenn sie erst aufgefunden ist, jedermann sie 
als solche wird erkennen können. Es verhält sich also hiemit, 
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wie mit jenen äussersten Stufen der Farbensättigungs- und 
Farbenintenaitässcala, die uns, wie wir gesehen haben, gleich- 
falls nur auf sehr künstliche und durch Forscherarbeit ver- 
mittelte Weise dargeboten werden können, wie denn auch die 
höheren Stufen des Tonhöhengebiets unserer Phantasie unerreich- 
bar nur durch besondere Veranstaltungen uns geliefert werden 
können. 

Und auch noch in einem anderen Punkte waltet eine ge- 
wisse Analogie zwischen dem Gebiete der secundären Qualitäten 
und demjenigen der unendlichen Vielheiten. Wie dort ein Uebel- 
atand, der die spontane Reihenfortsetzung hinderte, darin bestand, 
dasB hie und da die Principien möglicher Beihenfortsetzung in 
Abhängigkeit voneinander gerieten, so dass eines auf die Domäne 
des anderen tibergriff, so geschieht es auch bei den unendlichen 
Vielheiten, dass der naive, der unbewaffiiete Sinn in Zweifel 
darüber verfallen muss, wie er das Anzahlenmässige eines un- 
endlichen Inbegriffes zu steigern habe. Es liegt ja nahe, dies 
ächon dadurch bewirken zu wollen, dass man einen solchen 
Inbegriff um ein oder mehrere Elemente, etwa auch um un- 
endlich viele Elemente einer gewissen Art vermehrt; erst 
läuternde Prüfung zeigt, dass nicht so, wie bei den endlichen 
Inbegriffen, auch bei den unendlichen jede Vermehrung des 
Inbegriffes auch eine Steigerung seines wohldefinirten Anzahlen- 
massigen, seiner Mächtigkeit nach sich ziehe. Vermehrung eines 
Inbegriffes und Steigerung seines Anzahlenmässigen, Thatsachen, 
die bei den endlichen Inbegriffen stets Hand in Hand gingen, 
fallen bei den unendlichen Inbegriffen vielfach auseinander : es 
leuchtet ein, dass erst späte und gereifte Reflexion hierauf 
führen konnte, während das populäre Denken, wenn es sich 
auf diesen Punkt richtete, einer Verwechslung jener That- 
sachen unterlag, die übrigens bei den endlichen Inbegriffen 
ohne Nachtheil erfolgen durfte. Auch dieser Umstand macht 
es begreiflich, dass von den unendlichen Vielheiten der ersten 
zu denjenigen höherer Mächtigkeit nicht auf der breiten Heer- 
atrasse zu gelangen war. Und es ist in erkenntnistheoretischer 
Beziehung überaus lehrreich, zu sehen, wie das Anzahlenmässige 
einer Vielheit — von Locke unter die primären Qualitäten 
gerechnet — sich von den secundären Qualitäten wenigstens, 
soweit es die hier behandelten Probleme anlangt, keineswegs so 
fundamental unterscheidet, wie dies eine grosse Schaar von 
Erkenntnistheoretikem uns glauben machen möchte. Hier wie 
dort sind es allgemeinere Bedingungen der Reihenfortsetzung, 
auf deren Verwirklichung es ankommt ; hier wie dort gibt es 
Fälle, in denen diese Bedingungen nur mangelhaft erfdllbar 
sind und daher auch die entsprechende Reihenfortsetzung 
Schwierigkeiten begegnet, und wenn übrigens solche Fälle dort 
häufiger sind als hier, so ist auch dies einmal nicht besonders 

6* 
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auffällig — es wäre auffälliger, wenn das Gegentheil der Fall 
wäre — und zum Zweiten ohne kühne Hypothesen zu begreifen. 
Hier ist denn auch der Ort, an dem ich des Zusammen- 
hanges zwischen den Begriffen einer unendlichen Vielheit und 
einer ^unendlichen Zahl^ oder genauer: „unendlichen Anzahl^ 
kurz gedenken will. Man hat ganz ßecht, sich gegen den 
letzteren Begriff zu wehren, wenn man ihm die Bedeutung 
eines durch Verknüpfung unendlich vieler Einheiten entstan- 
denen psychischen Gebildes unterlegt; kein menschlicher In- 
tellect ist sich bewusst, jemals eine derartige Verknüpfung voll- 
zogen zu haben, — hoffentlich nimmt man nicht unbewusste 
psychische Arbeiten zu Hilfe! — und vielleicht widerspricht 
es sogar dem Wesen eines endlichen Intellects, dergleichen voll- 
ziehen zu können: jedenfalls haben wir guten Grund, die Exi- 
stenz, wenn nicht die Möglichkeit eines solchen psychischen 
Gebildes zu leugnen. Aber es wäre zu fragen, ob denn irgend 
ein massgebender Verfechter „unendlicher Anzahlen^ dieselben 
in jenem durch eine psychologische Thatsache bedingten Sinne 
verstanden wissen wolle? Er müsste diesfalls verkennen, dass 
auch etwas grössere endliche Anzahlen, in diesem Sinne ver- 
standen, zu leugnen wären: denn sicherlich existirt in keines 
Menschen Seele ein Gebilde, das durch Verknüpfung von etwa 
einer Billion Einheiten zu Stande gekommen wäre. Man wird 
hienach wohl zugeben müssen, dass jene psychologische That- 
sache für die Existenz einer Zahl unwesentlich sei. Und wie 
wir die endlichen Anzahlen demnach nicht als Complexe 
von Einheiten anerkennen, sondern nur als Repräsen- 
tanten einer gewissen Eigenschaft (nämlich des Anzahlenmässigen) 
endlicher Inbegriffe, ob nun diese Inbegriffe Jemand ge- 
zählt habe oder nicht, so werden wir die „unendlichen Anzahlen^, 
wenn wir solche behaupten, als Repräsentanten derselben Eigen- 
schaft unendlicher Inbegriffe auffassen müssen \ wobei nur zu 
bemerken ist, dass diese Repräsentation in unserer Seele nicht 
durch Spiegelung erfolgt, sondern vermöge jener eigenthümlichen 
Abbreviatur des Vorstellens, die oben als indirectes Vorstellen 
charakterisirt wurde. Da es, wie wir gesehen haben, verschie- 
dene Nuancen des Anzahlenmässigen auch unendlicher Inbe- 
griffe gibt, so ist es vonnöthen, diese Nuancen ebenso durch 
Anzahlen festzuhalten, wie man die Nuancen des Anzahlenmäs- 
sigen endlicher Inbegriffe durch Anzahlen festhält. Unendliche 
Anzahlen, in diesem Sinne aufgefasst, genügen derselben Func- 
tion wie die endlichen Anzahlen, nämlich der Function: das 
Anzahlenmäasige eines Inbegriffes anzugeben. 9{ur dann also, 
wenn man das Missverständnis, als ob unendliche Anzahlen selbst 
etwas Unendliches wären, ausbeutet (statt dass sie nur 
die Anzahl von etwas Unendlichem bedeuten sollen) kann 
man den Begriff unendlicher Anzahlen verpönen ; hat man dieses 
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Missverständnis einmal als solches erkannt — und die Be- 
tracfatang analoger Aequivocationen auf anderen Oebieten^^) kann 
dazu beitragen, diese Erkenntnis zu fördern — , so wird man 
dagegen, dass den endlichen unendliche Anzahlen (verschiedene 
Mächtigkeiten) an die Seite gesetzt werden, wenigstens keinen 
principiellen Einwand mehr erheben können. 

Eines Einwandes anderer Art, der nicht dem Gesichtskreise 
des Psychologen, sondern demjenigen des Mathematikers ent- 
stammt, muss ich allerdings noch gewärtie sein. Wenn man 
sich die Rechnungen vergegenwärtigt, zu denen die endlichen 
Anzahlen Veranlassung geben, und hiebei die Mimtdgfaltigkeit 
verschiedener Resultate in Betracht zieht, welche sich aus den 
Operationen der Addition, Subtraction, Multiplication, Division 
u. s. w. in ihrer Anwendung auf diese Anzahlen ergeben, so 
wird man sehr enttäuscht dartiber sein, auf dem Gebiete der 
unendlichen Anzahlen oder, wie wir von jetzt an immer sagen 
wollen: der Mächtigkeiten dieses bunte Schauspiel entbehren 
zu müssen. Die folgenden einfachen Rechnungsgesetze : fügt man 
zu einer Vielheit erster Mächtigkeit eine endliche Vielheit hinzu, 
80 erhält man wieder eine Vielheit erster Mächtigkdt; multi- 
plicirt man eine Vielheit erster Mächtigkeit mit einer endlichen 
Anzahl, so erhält man wieder eine Vielheit erster Mächtigkeit; 
erhebt man eine Vielheit erster Mächtigkeit zu einer endlichen 
Potenz, so erhält man wieder eine Vielheit erster Mächtigkeit; 
nimmt man von einer Vielheit erster Mächtigkeit eine endliche 
Vielheit hinweg, so behält man eine Vielheit erster Mächtigkeit 
übrig — diese Rechnungsgesetze belehren uns darüber, dass die 
verschiedensten Operationen, auf eine Vielheit erster Mächtigkeit 
Jtngewendet, mit Vorliebe dasselbe Resultat ergeben. Und Ma- 
thematiker pflegen diese Bemerkung wohl auch in die vorwurfs- 
vollen Worte zu fassen : man könne mit den Mächtigkeiten nicht 
„rechnen'^. Man würde aber fehlgehen^ wenn man meinte, dass 
hiemit ein ernstlicher Einwand gegen den Begriff dieser Mächtig- 
keiten vorgebracht sei. Insofern jener Vorwurf, auf sein rich- 
tiges Mass zurückführt, nicht so sehr die Bedeutung hat, dass 
man mit den Mächtigkeiten nicht rechnen könne, als viehnehr, 
dass die verschiedensten Rechnungen mit denselben das gleiche 
Ergebnis liefern, wäre er besser dahin formulirt worden, dass 
das Rechnen mit den Mächtigkeiten uninteressant sei. Aber 
auch dies gilt wohl nur von den Beziehungen der Mächtigkeiten 
zu den endlichen Anzahlen; die möglichen Beziehungen der 
verschiedenen Mächtigkeiten zu einander erscheinen vielleicht 
nur darum als so, wenige, weil wir solcher Mächtigkeiten zu we- 
nige kennen und auch diejenigen, die wir kennen, noch zu 
wenig analysirt sind. Wir haben bisher nur zwei verschiedene 
Mächtigkeiten kennen gelernt, wobei der Begriff der einen (der- 
jenigen des Inbegriffes aller reellen Zahlen) ein äusserst com- 
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plicirter und sicherlich noch weiterer Erforschung eminent be- 
dürftiger ist: wir sind also nicht berechtigt, mehr Beziehungen 
der bisher bekannten Mächtigkeiten zu einander zu erwarten, 
als wir Beziehungen zwischen blos zwei endliehen Anzahlen 
z. B. der Eins und der Zwei zu erwarten berechtigt wären, wenn 
überdies zu der wirklichen Sachlage noch der fingirte Umstand, 
dass uns die Zwei nicht hinlänglich bekannt wäre, erschwerend 
hinzuträte. Wenn nun aber auch wirklich die Mächtigkeiten 
an Beziehungen unter einander hinter den endlichen Anzahlen 
zurückblieben, so ist nicht abzusehen, wie man hieraus eine 
Waffe gegen die ersteren schmieden könnte; falls nur die 
wirklich vorgefunden en Beziehungen aus dem Wesen der neuen 
Zahlen mit derselben Nothwendigkeit abfiiessen, wie die immerhin 
zahlreicheren Beziehungen aus dem Wesen der endlichen An- 
zahlen, so hiesse, von jenen Zahlen mehr Beziehungen fordern 
soviel, wie einem Apfelbaum es veralten, dass er keine Birnen 
trägt« Und es muss endlich auch noch der Umstand berück- 
sichtigt werden, dass die Begriffe von Zahlen nicht blos zu 
dem Behufe gebildet werden, dass man mit diesen Zahlen, 
rechne^ sondern auch zu dem Behufe, dass unter solche Begriffe 
giltig subsummirt werde. Wenn man den Begriff der endlichen 
Anzahl ,,Fünf^ besitzt, so kann man ihn nicht nur dazu be- 
nützen, dasB man vermöge seiner Urtheile, wie : 7 + 5 == 12, 
5.4 = 20 u. dgl. m. fällt, sondern auch dazu, dass man z. B. 
von den Fingern einer Hand aussagt, sie seien fünf. Und ganz 
in derselben Weise sind auch die Begriffe der verschiedenen 
Mächtigkeiten von hohem Nutzen: so kann z. B. von den Inbe- 
griffen aller ganzen, aller rationalen, aller algebraischen Zahlen 
und von zahllosen anderen Inbegriffen ausgesagt werden, sie seien 
Inbegriffe erster Mächtigkeit; von dem Inbegriffe aller reellen 
Zahlen, er sei ein solcher von höherer als von der ersten Mäch- 
tigkeit XU s. w.; — Aussagen, die zur Beschreibung dieser In- 
begriffe sehr erbeblich beitragen. 

■ 

Nachdem wir im Vorstehenden die möglichen Steigerungen 
des Anzahlenmässigen eines Inbegriffes bis auf einen Punkt, der 
sogleich zur Sprache kommen wird, erledigt haben, obliegt es uns 
nunmehr, eine dieser Eigenschaft verwandte: die des Ordnimgs- 
zahlmässigen oder besser: des Ordnungstypischen einer Menge 
zu untersuchen. Was hierüber vorzubringen sein wird, ist schon 
an und für sich von hohem Interesse; es hängt zusammen mit 
dem später zu zergliedernden Begriffe der Stetigkeit; und es 
bildet in mehrfacher Hinsicht eine Ergänzung zu unseren Er- 
örterungen über die Anzahl : wir werden hier insbesonders auch 
erfahren, wie man in neuester Zeit das Studium der unendlichen 
Inbegriffe noch von einer anderen Seite, als von der ihrer 
Mächtigkeit her erfolgreich begonnen hat. 
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Mcht schon einem Inbegriffe als solchem kommt eine 
Ordnimgszahl oder, wie wir lieber sagen werden : ein Ordnungs- 
tjpns zu, sondern erst einem wohlgeordneten Inbegriffe. Man 
versteht aber unter einem wohlgeordneten Inbegriffe ^jede wohl- 
definirte Menge bei welcher die Elemente durch eine bestimmt 
angegebene Suecession mit einander verbtinden sind, welcher ge- 
mäss es ein er st es Element der Menge gibt, und sowohl auf jedes 
einzelne Element (falls es nicht das letzte in der Suecession ist) ein 
bestimmtes anderes folgt, wie auch zu jeder beliebigen end- 
lichen oder unendlichen Menge von Elementen ein bestimmtes 
Element gehört, welches das ihnen allen nach st folgende Element 
in der Suecession ist (es sei denn, dass es ein ihnen allen in 
der Suecession folgendes überhaupt nicht gibt)^^"^). [Man sieht, 
dass dieser Definition gemäss eine wohlgeordnete Menge Dem 
nahekommt, was man sonst eine Reihe nennt; aber auch nur 
nahekommt, damit nicht übereinstimmt. Denn es pflegt eine Reihe 
einerseits nicht so allgemein definirt zu sein, dass hiebei auch 
das Folgen eines Gliedes derselben auf unendlich viele 
Glieder vorgesehen wäre, während ihr andrerseits nicht immer 
die Beschränkung auferlegt wird, gleich dem wohlgeordneten 
Inbegriffe, ein erstes Glied zu besitzen *8).] 

Man nennt nun ferner zwei wohlgeordnete Inbegriffe 
solche von gleichem Ordnungstypus (mit Bezug auf die 
für sie vorgegebenen Anordnungen), wenn eine gegenseitig- 
eindeutige Zuordnung der beiden Inbegriffe derart möglich ist, 
dass, wenn £ und F irgend zwei Elemente des einen, E^ 
und Fl die entsprechenden Elemente des anderen sind, immer 
die Stellung von E und F in der Anordnung des ersten In- 
begriffes in Uebereinstimmmung ist mit der Stellung von Ei imd 
Fl in der Anordnung der zweiten Inbegriffes, so dass, wenn 
E dem F vorangeht in der Anordnung des ersten Inbegriffes, 
alsdann auch Ei dem Fi vorai^geht in d^r Anordnung des zweiten 
Inbegriffes*®). Und denkt man sich endlich alle Inbegriffe von 
gleichem OrdAungstypus in eine Classe znsammengefasst, dass 
also alle Angehörigen einer Classe entsprechend hinsichtlich 
ihres Ordnungszahlmässigen oder Ordnungstypischen überein- 
stimmen, so wird man jeder solchen Classe einen bestimmten 
Ordnungstypus, der von demjenigen jeder anderen Classe ver- 
schieden ist, zuweisen können. 

Ich illustrire, bevor ich weitergehe, die bisherigen Fest- 
setzung^! an Beispielen. Die Inbegriffe: 

12 3, ,123 n n+1 . . ^ 

2'3'4; "^"" ^^"^ 2' 3'I ^+T';r+?---- ^^ ^^fi^-5 

oder endlich: 

12 3 n n + 1 



2' 3U''" n4-l'n + 2 



, . . . in infin., 1; 



— 72 — 

Bind sämmtlich wohlgeordnete Inbegriffe. Und zwar kann man 
die Voll zahl der Merkmale^ welche in die Definition eines wohl- 
geordneten Inbegriffes überhaupt eintreten, nur an -dem letzt- 
genannten Inbegriffe wiederfinden, da nur auf diesen die Be- 
schränkungen, welche in jener Definition durch die in Klammem 
gesetzten Conditionalsätze angegeben sind, keinen Bezug haben. 
An diesem letztgenannten Inbegriffe findet man denn auch: ein 

erstes Glied Element (o )? ^^^ jedes der Elemente ( r) 

folgt ein bestimmtes anderes I _i » 1; für jeden endlichen 
Theilinbegriff von Elementen ( "o » T ♦ 7 ' • • • • i i ) P^* ^^ «^^ 

nächstfolgendes Element (—7-5) und auch für den unend- 
lichen Theilinbegriff von Elementen 

A Ji 3 n ' n \ 

gibt es ein nächstfolgendes Element (1). — Wohlgeordnete In- 
begriffe von gleichem Ordnungstypus sind: 

12 3 n ^ ^ ^ ^ 1 n /^^^ 

2' 3' 4' ••• n+l' •"' ^5(AJ5 und g' 4 ' 8' * * ' 2^' '"' ' ^^' 
hingegen sind von verschiedenem Ordnungstypus (A) und der 
aus (B) durch Hinweglassung der Null hervorgehende In- 
begriff (C): denn die Eins des Inbegriffes (A) verhindert es, 
dass derselbe dem Inbegriffe (C) unter Wahrung der Rang- 
verhältnisse aller Elemente gegenseitig-eindeutig zuordenbar 
sei. Die Inbegriffe (A) und (B) gehören demnach derselben 
Olassc, die Inbegriffe (A) und (C) verschiedenen Classen an; 
und bezeichnet man das Ordnungstypische derjenigen Classe, 
der (C) angehört, mit „co** und das Ordnungstypische derjenigen 
Classe, der ( A) und (B) angehören, mit „co -f- 1 ", so kann man 
auch sagen, dass dem (C) der Ordnungstypus lo und dem (A) 
und (B) der Ordnungstypus co + 1 zukomme. 

Die Verwandtschaft der Eigenschaften : Ordnungstypus und 
Anzahl (oder Mächtigkeit) eines Inbegriffes ist unschwer zu er- 
kennen. Man braucht im Begriffe der Gleichheit zweier Ordnungs- 
typen nur die Rücksicht auf die Anordnung der Elemente fallen 
zu lassen und sich auf deren gegenseitig eindeutige Zuorden- 
barkeit, wie immer dieselbe erfolge, beschränken, so geht dieser 
Begriff ohneweiters in denjenigen der Gleichheit zweier Anzahlen 
über; hiemit ist zugleich auch die Wohlordnung des Inbegriffes 
ausser Wirksamkeit gesetzt und man kehrt zu der weiteren 
Gattung des blos wohldefinirten Inbegriffes zurück, der ja die 
eigentliche Domäne der Anzahl ausmacht. Wendet man die 
Sache etwas psychologischer so, dass man sagt: Ordnungs- 
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typus sei ein Allgemeinbegriff oder GattungsbegiifP, welchen man 
ernält, wenn man bei einem wohlgeordneten Inbegriffe Ton 
jeder speciellen Beschaffenheit seiner Elemente mit Ausnahme 
der Bangordnung, durch welche die Elemente in Beziehung 
zu einander stehen, abstrahirt, und nur auf Dasjenige an ihm 
achtet, was er mit solchen anderen Inbegriffen, die ihm unter 
Wahrung der genamiten Rangordnung gegenseitig-eindeutig zu- 
ordenbar sind, gemein hat, hingegen Anzahl oder Mächtigkeit ein 
AUgemeinbegriffy welchen man auf völlig analoge Weise erhält,, 
nur, dass sich das Abstrahiren auch auf jene Ausnahme erstreckt, 
[Es ist klar, dass infolge dessen auch die dem Abstrahiren com- 
plementäre Aufmerksamkeit nur mehr auf Dasjenige an dem 
Inbegriffe gerichtet sein wird, was er mit allen anderen Inbegriffen 
gemein hat, die ihm nur überhaupt, mit oder ohne Wahrung 
einer Bangordnung gegenseitig-eindeutig zuordenbar sind, d. h. 
also : auf das Anzahlenmässige des Inbegriffes ; vgl. oben, S. 63/4] 
so wird das Gemeinsame von Ordnungstypus und Anzahl (so- 
wie auch ihr Unterschied) unverkennbar. 

Etwas schwieriger ist es, den Zusammenhang zwischen 
dem Begriffe eines Ordnungstypus und dem, was man gewöhnlich 
unter einer Ordnungszahl (oder auch Ordinalzahl) versteht, 
darzulegen. Die gewöhnlichen Ordinalzahlen haben die Be- 
stimmung, in einem wohlgeordneten Inbegriffe die Stelle eines 
Elements mit Beziehung auf alle demselben vorangehenden 
Elemente anzugeben, also auf die Frage zu antworten: 4as 
wievielte irgend ein Element in einem wohlgeordneten In- 
begriffe sei. Diese Frage kann, wenn es sich um endliche In- 
begriffe handelt, einfach mit Bilfe der Anzahlen (die in diesem 
Zusammenhange zum Unterschied von den Ordinalzahlen auch 
Cardinalzahlen genannt werden) beantwortet werden; der 
Bescheid braucht nur dahin zu lauten: es gebe in jenem wohl- 
geordneten Inbegriffe, der bei der Stellung der Aufgabe zu 
Grunde gelegt werden musste, bis zu dem fraglichen Elemente 
hin (dasselbe ausgeschlossen oder miteingeschlossen) der Ele- 
mente so und so viele. Ganz anders steht jedoch die Sache bei 
den unendlichen Inbegriffen. Hier kann die Stelle eines Elements 
in einem wohlgeordneten Inbegriffe verschieden seiU; in Fällen, 
in denen gleichwohl die Anzahl (Mächtigkeit) der diesem Elemente 
vorangehenden Elemente dieselbe ist: so wird z. B. in dem 
wohlgeordneten Inbegriffe : 

1111 1 

die Stelle, welche das Element, „0" einnimmt, als verschieden 
von der Stelle, welche es etwa in dem wohlgeordneten Inbegriffe ^ 

i l Jl .i 1 _i_ 
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einnimmt, beurtheilt werden müssen, wiewohl in beiden In- 
begriffen die ihm vorangehenden Elemente genau dieselben 
sind, also sicherlich Vielheiten von derselben Mächtigkeit aus- 
machen. Aber woblgemerkt: diese beiden Vielheiten sind nicht 
von demselben Ordnangstypus. Will man daher die hier 
aufstossende Verschiedenhiet der Stellung des Elementes ^0^ in 
den beiden obigen Inbegriffen festhalten und auf Begriffe 
bringen, so ist es naheliegend zu sagen): es folge ^0^ in dem 
.leinen Inbegriffe auf eine Vielheit von dem Ordnungstypus „co", 
in dem anderen Inbegriffe auf eine Vielheit von einem anderen 
Ordnungstypus, als „o>**, nennen wir ihn „2 co**. Man ersieht 
hieraus, dass die Untersoheidimg der verschiedenen Ordnungs- 
typen, von anderen Anregungen abgesehen, schon aus der hier 
behandelten Aufgabe: die Stelle eines Elementes in einem wohl- 
geordneten Inbegriffe anzugeben, entspringen konnte, sobald 
nur diese Aufgabe so erweitert gedacht wurde, dass sie auf 
die unendlichen Inbegriffe Bezug hatte; und man sieht um- 
gekehrt, dass diese Aufgabe nach Fixirong der verschiedenen 
möglichen Ordnungstypen ohneweiters lösbar wird. Es leisten 
also die Ordnungstypen dasselbe für die unendlichen Inbegriffe, 
was die sog. Ordinalzahlen für die endlichen Inbegriffe leisten. 
Der letzte Satz ist noch einer schärferen Formulirung flähig. 
Der Begriff des Ordnungstypus einer Vielheit ist, wiewohl ihn 
erst die unendlichen Inbegriffe erheischen, ohneweiters auch 
auf die endlichen Inbegriffe anwendbar: in der Definition desselben 
kam nichts vor, was ihn auf unendliche Inbegriffe beschränken 
könnte. Aber es musste aus einem sehr einfachen Grunde über- 
flüssig erscheinen, ihn schon für die endlichen Inbegriffe zu 
prociamiren: man sieht nämlich leicht ein, dass zwei endliche 
Inbegriffe, wenn sie von gleicher Anzahl sind, auch und zwar 
bei jeder beliebigen Anordnung, die man ihnen ertheilen mag, 
von gleichem Ordnungstypus sind. Man konnte also eine end- 
liche Vielheit durch Angabe ihrer Anzahl ebenso ausreichend 
beschreiben, als wenn man ausserdem noch ihren Ordnungstypns 
berücksichtigte, und es entsprach daher der ökonomischen Katar 
des menschlichen Geistes Letzteres zu unterlassen. Bei den 
unendlichen Inbegriffen hingegen findet eine so einfache Be- 
ziehung zwischen ihrer Mächtigkeit und ihrem Ordnungstypns 
nicht statt — wir haben oben an Beispielen ersehen, dass solche 
Inbegriffe von gleicher Mächtigkeit und gleichwohl von sehr 
verschiedenem Ordnungstypus sein können — : man wird hiedurch 
gezwungen, zwei Begriffe, die innerlich verschieden sind, deren 
Verschiedenheit aber sich schon bei endlichen Vielheiten zu 
Bewusstsein zu bringen, unpraktisch war, nunmehi* mit voller 
Schärfe auseinanderzuhalten. Und man kann hieraus die zumal 
in philosophischer Hinsicht beherzigenswerthe Moral abnehmen, 
dass beim Uebergange von der Betrachtung endlicher zu der- 
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jenigen unendlicher Inbegriffe niefat nur unser sachliches^ Winsen 
gefördert wird: auch unser Bewusstsein von denjenigen Bezie- 
hungen, die schon innerhalb des Endlichen walten, gewinnt an 
Klarheit. Wir haben einen Beleg hieflir schon frtthei* darin 
vorgefunden, dass die Beziehungen : Grösser-Kleiner und Ganzes- 
Theil, — Beziehungen, die innerhalb des Endlichen stets Hand in 
Hand gehen — für unendliche Inbegriffe auseinanderfallen ; und 
wir haben nunmehr in dem analogen Auseinanderfallen von 
Anzahl und Ordnungstypus jenem Belege einen neuen und ihm 
gleichartigen hinzufügt. 

Wir haben im Vorstehenden beispielsweise einige von ein- 
ander verschiedene Ordnungstjpen, kennen gelernt. Stellen wir 
nun die Frage, wie die Mannigfaltigkeit aller OrdnuHgstypen 
überhaupt beschaffen sei, so belehrt uns eine kurze Ueberlegung 
vorerst darüber,, dass diese Mannigfaltigkeit jedenfalls eine un- 
endliche sein müsse. Wird der niedrigste Ordnungstypus, der 
einem unendlichen Inbegriffe zukommen kann, und z. B. dem 

Inbegriffe : ^ , 17 ,-:»•• • — r~^ > zukommt, wie wir schon 

" » o 4 n-}- 1 

früher sagten^ mit ;,a)" bezeichnet, so kommt dem Inbegriffe: 

s > o > 7> • • • • — r~T> • • • ;I ein von „10" verschiedener Ordnungs- 
»34 n-[-l 

typus zu, der „o-f-l" heissen möge; es kommt dem Inbegriffe 

9*' 'S"' !»• • I ' i » . . .1| IVa« e*^ ^^^ ^ ^^d »7«^+^* verschie- 
dener Ordnungstypus zu, der „a>-}-2" heissen möge u. s. w. Man 
erhält auf analoge Weise Inbegriffe, denen die Ordnungstypen 
,(o-f-3^, .„(o-}-4",. . . ,jW-}-n", . . . zukommen und hat femer 

z. 15. an:-,-,... ^^, ...,-,-,... ^^^^, .... 

einen Inbegriff, dem der Ordnungstypus „2a>^ zukommt^ Man 
erkennt nun ohneweiters, dass schon die Mannigfaltigkeit der- 
jenigen Ordnungstypen, die zwischen c» und 2 01 liegen, eine 
unendliche (von der ersten Mächtigkeit) sei. Mit 2u> ist aber 
der Reigen möglicher Ordnungstypen keineswegs abgeschlossen ; 
dem 2 CO folgen als nächtshöhere die Ordnungstypen: 2a»i-f-li 
2a>-(-2, • • • 2ö>4~o> • • • ^^9 dann: 3ü>— |-I, 3«> + 2, 3cü-[-3, 

• •• 3(11-4* n, ..4q>; ebenso in weiteren Abständen 5a>, 6(o, 

• . • um, ... 0)^; auf o>^ folgen als nächsthöhere Ordnungs- 
typen: u>2-|-l, ui^ + 2, . . . a>2-[-n, • . . o>2-j-ctt, . . . tß^-{-2i»^ 
... <tt 2 + n ö> • • 2 lo^, . . 3 (ü^, . . n a>2, • . tt> ' ; und wieder in 
weiteren Abständen: wSwS. .ol^^.a)«»; auf (i>«> folgen in noch 

weiteren Abständen co*" , m^ u. s. w. ohne Ende. Und es 
ist von entscheidender Wichtigkeit zu bemerken, dass man jenen 
babylonischen Thurm sogenannter „transfiniter Zahlen" nicht 
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nur darum aufbauen kann, weil das Papier geduldig ist und 
weil sinnige Mensehen an einigen Buchstaben mit dazwischen- 
gestreuten Punkten hinreichende Symbole des Unendlichen zu 
besitzen wfthnen: sondern man kann fbr jede beliebige der oben 
angeführten transfiniten Zahlen ein durch sie Zählbares auf- 
weisen und so ihrem Begriffe Realität verleihen. Wohlgeord- 
neten Inbegriffen, denen die Ordnungstypen cu, «o + l, 2cdzu- 
kommen, sind wir bereits begegnet; und ebenso lassen sich für 
jede noch so hohe transfinite Zahl wohlgeordnete Inbegriffe an- 
geben, deren Ordnungstjpus diese Zahl darstellt. 

Geben wir dem Inbegriffe aller von einander rerschiedenen, 
unendlichen Ordnungstjpen, oder was dasselbe besagen soll: 
aller transfiniten Zahlen den Namen der zweiten Zahlenclasse, 
wobei als erste Zahlendasse der Inbegriff alW endlichen 
Ordnungstypen figurirt, so lässt sich von dieser zweiten Zahlen- 
dasse ein Wichtiges aussagen. Es lässt sich nämlich zeigen, 
dass dieselbe einen Inbegriff von höherer als von der ersten 
Mächtigkeit darstellt. Man beweist dies, indem man darlegt, 
dass der Inbegriff sämmtlicher Zahlen der zweiten Zahlendasse 
keinem Inbegriffe erster Mächtigkeit gegenseitig-eindeutig zu- 
ordenbar ist; da umgekehrt ihm selbst zahllose Inbegriffe erster 
Mächtigkeit als Bestandtheile angehören, Jso kann er demnach 
nur von höherer als von der ersten Mächtigkeit sein*°). Wir 
haben also bisher schon zwei Inbegriffe von höherer als von 
der ersten Mächtigkeit kennen gelernt: früher den Inbegriff 
aller reellen Zahlen^') und jetzt auch noch denjenigen aller trans- 
finiten Zahlen. 

Nimmt man an, dass es überhaupt nur zwei Mächtigkeiten 
gebe, eine erste, welche z. B. dem Inbegriffe aller endlichen 
Anzahlen zukam, und jene „höhere als die erste^, die wir 
nunmehr bereits an zwei Inbegriffen vorfanden, so hat man keine 
Veranlassung, den Begriff einer höheren als der ersten Mächtig- 
keit noch weiter zu bearbeiten. Sobald man aber auch nur 
zwei Inbegriffe kennen gelernt hat, von deren Mächtigkeit man 
weiss und nur das weiss, dass sie höher ist, als die erste, so 
liegt der Gedanke nahe, es möchten diese beiden Inbegriffe, 
wie z. B. derjenige aller reden und derjenige aller transfiniten 
Zahlen, wiewohl beide von höherer als von der ersten Mächtig- 
keit, doch unter einander von verschiedener Mächtigkeit sein 
und es ist hiemit die Anregung dazu gegeben, womöglich auch 
das, was bisher verschwommener Weise blos als eine der ersten 
überlegene Mächtigkeit hingenommen wurde, noch zu sichten 
und zu gliedern. Ein erster Schritt auf diesem Wege war es, 
dass man einen jener beiden höheren Inbegriffe, die man bisher 
kannte, dazu benützte: seine Mächtigkeit — nun nicht mehr 
dabei sich beruhigend, dass dieselbe höher sei als die erste — 
direct als zweite zu definiren. Hiezu taugt der Inbegriff aller 
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transfiniten Zahlen offenbar besser als derjenige aller reellen 
Zahlen; und zwar nicht nur darum, weil er an und für 
sich der durchsichtigere ist, sondern insbesondere auch daruin, 
weil es evident gemacht werden kann, dass zwischen der ersten 
Mächtigkeit und derjenigen aller transfiniten Zahlen keine andere 
Mächtigkeit mitten inneUegen könne ^^): wodurch es dann gerecht- 
fertigt erscheint, die letztere Mächtigkeit als nächst höhere, 
als zweite zu betrachten. Ob dann auch der Inbegriff aller 
reellen Zahlen, von dem man bisher nur weiss, dass er von 
höherer, als von der ersten Mächtigkeit sei, genau die nächst 
höhere, die zweite Mächtigkeit besitze, d. h. ob es sich dem 
Inbegriffe aller transfiniten Zahlen gegenseitig-eindeutig zuordnen 
lasse, taucht hiemit als ein Problem auf. 

Es fragt sich nun, ob man entsprechend der eben be- 
schriebenen Definition einer zweiten Mächtigkeit auch eine dritte, 
vierte u. s. w. definiren könne? G. Cantor hat gemeint zu 
diesem Behufe ein von ihm sogenanntes „Hemmungs- oder Be- 
schränkungsprincip'^ benützen zu köimen ^^), welches besagt, dass 
der Inbegriff aller irgend einer transfiniten Zahl vorangehenden 
Zahlen ein Inbegriff von der ersten Mächtigkeit sei. Fasst man 
diese Thatsache als eine Bedingung auf, welcher alle Zahlen 
der zweiten Zahlenclasse unterworfen sind, so kann man glauben^ 
an Zahlen, welche weder der ersten Zahlenclasse angehören, 
noch der eben angeführten Bedingung sich fügen, die also weder 
der ersten noch der zweiten Zahlenclasse angehören, Zahlen 
einer neuen, einer dritten Zahlenclasse gewonnen zu haben. 
Der Inbegriff aller Zahlen dieser dritten Zahlenclasse 
würde dann dazu dienen, die dritte Mächtigkeit zu definiren. 
Für jede Zahl der dritten Zahlenclasse lautet dann das 
„Hemmungs- oder Beschränkungsprincip" so, dass der Inbegriff 
aller ihr vorangehenden Zahlen einen Inbegriff von der zweiten 
Mächtigkeit ausmache. Zahlen, die der hierin involvirten Be- 
dingung nicht gehorchen und zugleich auch nicht der ersten 
und zweiten Zahlenclasse angehören, constituiren weiterhin eine 
vierte Zahlenclasse und diese definirt wieder eine vierte 
Mächtigkeit u. s. w. Man erhält hiemit unendlich viele ein- 
ander übergeordnete Mächtigkeiten, wobei die Unendlichkeit 
derselben selbst wieder von höherer als von der ersten Mächtig- 
keit sein mag^*). 

Hiemit ist nun zwar ein Rahmen geliefert, künftiger Aus- 
füllung harrend, welche vielleicht die in sie gesetzten Hoffnungen 
nicht betrügen wird; aber weder ist der Rahmen schon Aus- 
füllung selbst, noch ist es unzweifelhaft, dass sich die letztere 
streng an innerhalb der ihr vorgezeichneten Umrisse bewegen 
werde. Die Frage, ob es irgend eine Zahl der dritten Zahlen- 
classe gebe, ist natürlich nicht schon damit bejaht, dass in 
dem für die Zahlen der zweiten Zahlenclasse bestehenden 
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^Hemmungsprincip^ eine Bedingung namhaft gemacht erscheint, 
der; wenn eine Zahl de rdrittenZahlenclasse existirte, 
sie nicht würde gehorchen können. Es bleibt nach wie vor 
unentschieden^ ob eben eine Zahl ^stire, die jener Bedingung 
nicht gehorcht und hiebei weder der ersten, noch der zweiten 
Zahlenclasse angehört. Das Hinw^denken einer gewisse 
Zahlen beschränkenden Bestimmung kann -unmöglich schon 
zum: Glauben an eine diesen folgende Zahl berechtigen. Positiv 
gewendet, will das hier geltend gemachte Bedenken nur den 
einfachen und wohl unleugbaren Umstand urgiren, dass eine 
Erweiterung des Begriffes vom Folgen (eines Elementes auf 
ein anderes in einem wohlgeordneten Inbegriffe) es war, welche 
überhaupt zu den Zahlen der zweiten Zahlenclasse führte; 
wusste man, dass in dem wohlgeordneten Inbegriffe: 

123 _n_ n + 1 i-^+^^^f " 

2'2'4'-"n + r i"4r2'""'"^' n + 2 n + 1 

im ui'sprünglichsten Sinne des Wortes „folgte", und erweiterte 

man diesen Sinn der Aufeinanderfolge auf die, wie mir scheint, 

völhg natürliche Weise, dass auch „1*^ als auf all die Elemente 

n " 
von der Form — ; — fols^end angesehen würde, so war man 

hiemit zu Inbegriffen gelangt, denen man eine Zahl der zweiten 
Zahlenclasse als Ordnungstypus zuschreiben musste. Aber diese 
Beziehung der Aufeinanderfolge im erweiterten Sinne des Wortes 
führt nicht über die zweite Zahlenclasse hinaus. Um zu Zahlen 
einer dritten Zahlenclasse zu gelangen, müsste daher unnach- 
sichtlich eine neue Erweiterung des Begriffes der Aufeinander- 
folge geliefert werden, vermöge welcher die erste Zahl dieser 
dritten Zahlenclasse in einem anderen Sinne auf die Zahlen 
der zweiten folgte, als die erste Zahl der zweiten Zahlenclasse 
auf die Zahlen der ersten, und doch in einem Sinne, der noch 
als Folgen passiren könnte. Bevor diese Erweiterung nicht 
aufgezeigt ist, wird man eine dritte Zahlenclasse nicht als zu 
Recht bestehend anerkennen dürfen: man müsste sich denn 
vorher gegen den Unterschied zwischen Entwurf und Ausführung 
völlig abgestumpft haben. Dem kühn vordringenden Forscher 
mag es manchmal so ergehen und man wird ihm dies zugute 
halten; aber dem kühlen nachprüfenden Kritiker wird der hier 
vorliegende Mangel stets fühlbar bleiben. Und er würde sich, 
selbst wenn er eine dritte Zahlenclasse einräumte, doch der 
Frage nicht begeben können, woraus denn folge, dass das 
„Hemmungsprincip" auch für diese Zahlenclasse gelte? Es er- 
scheint durchaus möglich, dass das Bestehen dieses Princips 
mit dem besser erkannten Begriffe der dritten Zahlenclasse 
unverträglich wäre, so dass, wenn auch eine dritte Zahlenclasse 
bestände, doch von dieser zu einer vierten nicht fortgeschritten 
werden könnte. 
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Wir hatten fdiher bemerkt; dasa es keinen „Königsweg** 
gebe, welcher von einer Vielheit der ersten Mächtigkeit zu einer 
Yielheit von höherer als der ersten Mächtigkeit hinführte. Die 
Beziehung des blossen Mehr und Minder erwies sich hier als 
kein ausreichendes Beförderungsmittel mehr. Jetzt schien sich 
trotzdem eine endlose Bahn yerschiedener Mächtigkeiten ror 
uns au&uthun. Die Beziehung, welche uns von einer Anzahl 
zur nächsthöheren emportrug, und deren Spur sich bei der 
ersten Mächtigkeit verloren hatte, schien sich wiederzufinden 
vermöge jener Beziehung der Aufeinanderfolge von Elementen 
in einem wohlgeordneten Inbegriffe, welche uns die Ordnungs^ 
typen lieferte. Und die Frage nach der Steigerung des Anzahlen 
mtoigen eines Inbegriffes iloss an diesem Punkte mit derjenigen 
nach der Steigerung seines Ordnungszahlmässigen zusammen. 

Freilich wäre die Stufenleiter immer höherer und höherer 
Mächtigkeiten auch dann, w^nn sie in der oben beschriebenen 
Weise auf dem sich entsprechend erweiternden Boden immer 
höherer und höherer Ordnungstypen hätte fussen können, in 
dem Sinne unpopulär gewesen, wie es die bei analoger Gelegen* 
heit schon früher herangezogenen äussersten Stufen der Farben- 
sättigungs- und Farbenintensitätsscala oder auch der Tonhöhen- 
seala thatsächlich sind. Natürlich würde dies noch keinen 
Vorwurf gegen jene höheren Mächtigkeiten in sich schliessen. 
Aber, was wir hier hervorheben müssen : wir fanden, dass von 
der Beziehung jener Aufeinanderfolge hinsichtlich ihrer Trag- 
weite ein Aehniiches gilt, wie von der Beziehung des Mehr und 
Minder. Ueber das weite Gebiet aller endlichen Ordnungstypen 
und über das noch unabschätzbar weitere der zweiten Zahlen- 
classe trug sie uns wie auf Adlersfiügeln hinweg, dann aber 
erlahmten ihre Flügel. Oder prosaischer ausgedrückt : in ihrer 
Anwendung sowohl auf einzelne Zahlen der ersten und zweiten 
Zahlenclasse, als auch auf unendliche Inbegriffe (erster Mächtig- 
keit) solcher Zahlen lieferte sie stets neue Ordnungstypen — hierin 
übrigens der Beziehung des Mehr und Minder überlegen, die in 
unendlich vielen Fällen ihrer Anwendung auf Inbegriffe erster 
Mächtigkeit doch nur wieder Inbegriffe erster Mächtigkeit lie- 
ferte: aber da alle diese neuen Ordnungstypen von der Art 
sind, dass sämmtliche niedrigeren Ordnungstypen blos Inbegriffe 
der ersten Mächtigkeit bilden, so konnte sie vermöge des oben 
angeführten „Hemmungs- oder Beschränkungsprincipes" nicht 
über die zweite Zahlenclasse hinausführen. Erst späterer 
Forschung mag es gelingen, die Fortsetzung des Reigens mög- 
licher Ordnungstypen noch weiter zu treiben. 

Aber auch ohnedies ist der Unterschied, der zwischen den 
secundären Qualitäten und den in diesem Capitel behandelten 
Eigenschaften des Anzahlen- und Ordnungszahlmässigen eines 
Inbegriffes hinsichtlich ihrer Steigerbarkeit besteht, augenfällig 
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genug. Und er betrifft nicht nur die Ausdehnung des Gebiets, 
über das sich diese Steigerung erstrecken kann, sondern auch 
und zwar in eminentem Masse die Unterscheidbarkeit der 
Vorstellungen, welche wir hier und dort von den einzelnen 
Steigerungsstufen besitzen, sowie die Sicherheit und Präcision 
der an solche Vorstellungen anknüpfenden Urtheile. Denn so 
exotisch die Begriffe der verschiedenen Mächtigkeiten und der 
transfiniten Ordnungslypen dem mit Untersuchungen dieser Art 
minder Vertrauten erscheinen mögen, so sind diese Begriffe doch 
sämmtlich scharf definirt, und alle Sätze über sie gemessen dieselbe 
Evidenz, nur vielleicht nicht eine so unmittelbare Evidenz, wie sie 
den Sätzen über endliche Anzahlen und Ordnungstypen zu- 
kommt: und muss nicht auch die Evidenz der meisten Sätze 
über endliche Anzahlen und Ordnungstypen durch mehr oder 
minder, oft durch recht viele Zwischenglieder vermittelt werden? 
Es war, wenn man den Inhalt der hier vorgeftlhrten Unteiv 
suchungen recht erwägt, ein ahnungsvolles Wort Locke s, 
wenn er seine Betrachtungen ^^über Unendlichkeit'^ bei Wahrung 
aller Rechte der „Sensation und Reflexion '^ (die antasten zu 
wollen auch ims nicht einfällt) mit dem leicht hingeworfenen 
und etwas ironisch angehauchten Satze abschloss: „Some ma- 
thematicians perhaps, of advanced speculations, may have other 
ways to introduce into their minds ideas of infinity.^ 



IV. Capitel. 
Die Unendlichkeiten von Raum und Zeit 



Raum und Zeit sind der Schooss mannigfacher Unendlich- 
keiten. Da sind einmal jene unendlichen Inbegriffe, welche durch 
die Wörter „überall" und „nirgends", „immer" und „niemals" 
bezeichnet werden; also, um mich auf Beispiele räumlicher 
Natur zu beschränken, jene Inbegriffe von Punkten, welche auf 
einer gegebenen Strecke, Ton Linien, welche auf einer gege- 
benen Fläche liegen u. s. w. ; dann die Inbegriffe von Strecken, 
welche Theile einer gegebenen Strecke, von Flächen, welche 
Theile einer gegebenen Fläche sind u. b. w. Die Existenz dieser 
Unendlichkeiten gehört mit zum Bestände der Sätze von der 
unbegrenzten Theilbarkeit und der Stetigkeit des Raumes, — 
Sätze, welche in einem späteren Capitel einer eingehenden Be- 
handlung unterzogen werden sollen. Nicht diese Unendlichkeiten, 
sondern die unendlichen Raum- und Zeitgrössen sind es, die uns 
hier interessiren. Unter einer unendlichen Raum- oder Zeit- 
grosse haben wir, wie dies bereits an einer früheren Stelle an- 
gedeutet worden ist, eine solche zu verstehen, welche eine un- 
endliche Vielheit irgend einer Raum- oder Zeitgrösse, die man 
als Einheit auffasst^), in sich enthält. Da femer eine jede end- 
liche Raum- oder Zeitgrösse bereits durch eine endliche Vielheit 
von Raum- oder Zeiteinheiten erschöpft wird, so kann man 
kürzer eine unendliche Grösse irgend einer Art als eine solche 
definiren, die grösser ist, als jede endliche Grösse derselben 
Art. An der ersteren Definition ist bemerkenswert, dass sie 
wohl den Begriff einer unendlichen Vielheit, nicht aber auch 
denjenigen einer endlichen Grösse voraussetzt; denn wiewohl 
die thatsächlich acceptirten Raum- und Zeiteinheiten selbst- 
verständlich endliche Grössen sind, d. h. solche, die mit einer 
der Abmessungen unseres Leibes oder mit einem psychologisch 
gegebenen Zeitdatum (Zeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden 
Fulsschlägen, Athemzügen u. dgl. m., von derselben Grössen- 

Kerry, System einer Theorie der Grenzbegriffe. 6 
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Ordnung sind, so tritt doch der Begriflf einer endliehen Grösse 
in jene Definition nicht ein. Diese Sachlage ist ein Seitenstück 
zu der Art und Weise, wie seinei*zeit auch der Begriff einer 
unendlichen Vielheit positiv und unabhängig von dem einer 
endlichen definirt werden konnte. 

Vermöge der Thatsache, dass der Raum mehr als Eine 
Dimension besitzt, ist es nicht nöthig, dass eine Baumgrösse, 
z. B. eine Linie, um unendlich zu sein, sich unendlich weit von 
uns entferne: sie kann vielmehr ihre Unendlichkeit auch ge- 
winnen durch Ausnützung der Mannigfaltigkeit von Richtungen, 
die in einem mehrdimensionalen Gebiete möglich sind. Eine 
solche Raumgrösse stellt z. B. wenn in dem Rech teck e ABGD 

die einander gegenüberliegenden Seiten AB und CD je mit 
den Theilungspunkten ö>Tiqi ••• ^» •• versehen werden, die 

gebrochene Linie AQiPjQgP^ . . . dar, welche aus den Verbin- 
dungslinien der Punkte A und Q,, Q, und P2, P9 und Qs . . . 
sich zusammensetzt, wobei die erwähnten Theilungspunkte auf 

der Seite AB der Reihe nach mit Pi, Pa, Pa . . ., die Theilungs- 
punkte auf der Seite CD mit Q^ Qa» Q« . . • bezeichnet sind. 
Ich begnüge mich damit, im Vorbeigehen an die Denkbarkeit 
solcher Gebilde erinnert zu haben, da uns im Nachfolgen- 
den nicht diese, sondern gerade solche unendliche Raumgrös^en, 
die sich selbst über unendliche Räume hin erstrecken, beschäf- 
tigen sollen. Und, da es auch der letzteren Raumgrössen 
— Parabel und Hyperbel wären populäre Beispiele derselben 
-- eine unabsehbare Mannigfaltigkeit gibt, so wollen wir unsere 
Aufgabe noch weiter einschränken, indem wir blos dem ein- 
fachsten Unterfalle dieser Art, der geraden Linie, unsere Auf- 
merksamkeit zuwenden. Durch zwei Motive wird diese Be- 
grenzung unserer Aufgabe bestimmt: einmal durch die prin- 
cipielle Wichtigkeit jenes Unterfalles und zum Zweiten daraus, 
dass sich nahezu Alles, was an den unendlichen Raumgrössen 
von allgemeinerem Interesse ist, schon an dem Beispiele der 
unendlichen Geraden einsehen lässt. 

Eine gerade Linie muss vorerst als ein unbegrenzt fort- 
setzbares Gebilde angesehen werden ; denn, als eine Reihe von 
Theilen ihrer selbst, von Geradenstücken, aufgefasst, genügt sie 
jenen allgemeinen Bedingungen der unbegrenzten Fortsetz- 
barkeit einer Reihe, die wir kennen gelernt haben. Wir sind 
uns der Beziehung, die zwischen den aneinanderliegenden Ge- 
radenstücken a und b herrscht — b rechts von a oder was 
dasselbe besagt, a links von b — deutlich bewusst. Das Be- 
stehen dieser Beziehung macht femer einen wichtigen, ja sogar 
den einzigen Unterschied zwischen a und b aus, ebenso zwischen 
b und dem rechts von ihm liegenden c u. s. w.; es ist daher 
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hier, vrie im Falle der Anzahlenreihe, und aus denselben Gründen 
wie dort^), das vermöge jener Beziehung erfolgende indireete 
Vorstellen der nächsten Geradenstücke d, e, {, u. s. w. von der 
Art, dass wir uns diese mit hinreichender Bestimmtheit ver- 
gegenwärtigen können. Die unbegrenzte Fortsetzbarkeit einer 
Geraden — noch nicht ihre Unendlichkeit ! — steht hiemit fest. 

In seinen „Nouveaux essais"* erwidert Theophil e- 
Leibnitz auf die Aeusserung des Philalethe-Locke, die 
Idee von der Unendlichkeit des Raumes entstamme dem sich 
immer gleichbleibenden Vermögen unseres Geistes, jedes Stück 
Ausdehnung über die Grenzen seiner Gegebenheit hinaus zu 
erweitern: „es rühre dies daher, dass man das Fortbestehen 
desselben Grundes bemerke". „Man nehme eine gerade Linie 
und verlängere sie, so dass sie doppelt so gross wird, wie zuvor. 
Nun ist es aber klar, dass die zweite, da sie der ersten völlig 
ähnlich ist, ebenfalls verdoppelt werden kann, woraus sich eine 
dritte ergibt, die den vorangehenden abermals ähnlich ist. Und 
-es ist, da der nämliche Grund fortwährend stattfindet, un- 
möglich, dass man irgendwann angehalten werde; die Linie kann 
also ins Unendliche verlängert werden. Es entspringt hienach 
die Betrachtung des Unendlichen aus derjenigen der Aehnlichkeit 
oder der Identität des Grundes*)" u. s. w. Wir sind der hier ge- 
pflogenen Verwendungsweise des Arguments von der Gleichheit 
des Grundes bereits bei Besprechung der Unbegrenztheit der 
Anzahlenreihe begegnet^), haben aber in jenem Zusammenhange 
zugleich davon Kenntnis nehmen müssen, dass die Anzahlen- 
reihe — wie dies gerade Leibnitz geltend machte — .'wegen 
der Unähnlichkeit der Anzahlen unter einander kein passendes 
Bethätigungsgebiet jenes Argumentes darstelle. Hier aber, wo 
^s gilt, die unbegrenzte Fortsetzbarkeit oder wie Leibnitz — 
«in Mehreres anticipirend — sagt : die Unendlichkeit der Geraden 
sowie später, wo es gilt, die unbegrenzte Theilbarkeit der 
Geraden evident zu machen, steht das Argument in der vollen 
Blüthe seiner Kraft. Es erschien daher angemessen, eine nähere 
Auseinandersetzung über die Leistungsfähigkeit desselben nicht 
schon im vorigen Capitel, sondern erst hier beizubringen. 

Auf die Form gebracht: „Gleiche Gründe — gleiche Folgen '^ 
ist unser Argument von Vornherein evident und nur darum 
^ann es sich handeln, ob in irgend einem concreten Falle, in 
dem man auf gleiche Folgen schliessen will, auch wirklich die 
gleichen Gründe vorhanden seien. Nun wird zwar das Argument 
noch in einer anderen Fassung verwendet, indem, wenn irgend 
ein stattfindendes Etwas den zureichenden Grund ebensowohl 
für ai, wie für das mit a, unverträgliche ag (z. B. für das 
-contradictorische Gegentheil von a^: von — ai) darstellt, auf 
das Stattfinden eines sowohl von a, als von a^ verschiedenen b 
geschlossen wird, wobei natürlich vorausgesetzt ist, dass im 

6* 
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vorliegenden Falle ausser aj und b^ nur noch b möglich sei. 
Aber auch diese Schlussweise ist offenbar berechtigt, da wenn 
irgend Etwas den Grund für zwei miteinander unverträgliche 
Folgen abgäbe, hiedurch in eminentem Masse der Satz : ;, Gleiche 
Gründe, gleiche Folgen" verletzt wäre. 

Wenn aber dem so ist, woher rührt es, dass das Argument 
an vielen Stellen, an denen es thatsächlich angewendet wtlrde, 
etwas Precäres und sogar Irreführendes besitzt? Wenn man 
das Trägheitsgesetz glaubte damit nachweisen zu können, dass 
man sagte: es bestehe hinsichthch eines Körpers, der einen 
Anstoss empfangen hat, der gleiche Grund dafür, dass er nach 
rechts, wie dass er nach links abweiche, und er bewege sich 
darum in einer Geraden weiter; oder: es bestehe hinsichtlich 
desselben Körpers der gleiche Grund dafür, dass er eine 
schnellere, wie dass er eine langsamere Bewegung annehme, 
und er behalte deswegen seine Geschwindigkeit bei; — so hatten 
empiristische Forscher doch wohl Recht, wenn sie sich gegen 
einen derartigen Versuch ein physikalisches Gesetz von Beob- 
achtung und Experiment unabhängig, „a priori" nachzuweisen, 
sträubten. Den analogen Widerstand würde finden, wer etwa 
das Gleichgewicht an einem geraden, gleicharmigen Hebel, an 
dem gleiche Kräfte in derselben Ebene senkrecht auf die Arme 
angreifen, daraus erklären wollte : es sei der gleiche Grund für 
einen Ausschlag nach links, wie für einen solchen nach rechts 
vorhanden und es erfolge daher gar kein Ausschlag. Hienach 
muss das Argument von der Gleichheit des Grundes denn doch 
nicht so harmlos sein, wie es nach unserer abstracten Exposition 
desselben den Anschein hatte, und es fragt sich, welcher Punkt 
es sei, an dem es eine Schwierigkeit birgt. 

Die richtige Antwort auf die Frage liegt nahe genug. Man 
braucht blos das zu erwägen, dass die Berechtigung eines Argu- 
mentes überhaupt und die Berechtigung seiner Anwendung in 
einem bestimmten Falle zweierlei sind, um es begreiflich zu 
finden, dass hier Bedenken auftauchen, die dort gar nicht in 
Betracht kommen konnten. Ich will die zwei Momente, deren 
Auseinanderhaltung erheischt wird, abermals am Beispiele des 
Trägheitsgesetzes illustriren. Berücksichtigt man, dass überall 
dort, wo das zu Begründende Ereignisse sind, „ein Grund" mit 
Dem zusammenfällt, was man mit dem Wort „Ursache** zu be- 
zeichnen pflegt, so ist der Nerv des oben angeführten Schein- 
beweises flir jenes Gesetz die Regel: „wenn dieselbe Ursache 
dafür vorhanden ist, dass ein geradlinig bewegter Körper nach 
rechts, wie dafür, dass er nach links von seiner Bahn abweiche, 
so geschieht entweder gar nichts, d. h. er bleibt stehen oder 
aber er weicht — sich fortbewegend — weder nach rechts, noch 
nach links ab, d. h. er bewegt sich in einer Geraden weiter." 
Die Geschehensmöglichkeit des Stehenbleibens wird weiterhin 
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durch Anwendung derselben Argumentation auf die Geschwindig- 
keit des Körpers ausgeschlossen : ^wenn dieselbe Ursache dafür 
vorhanden ist, dass die Geschwindigkeit des Körpers sich ver- 
mehre, wie dafür, dass sie sich vermindere, so behält er seine 
ursprüngliche Geschwindigkeit bei, bleibt also nicht stehen." 
Gegen die beiden hier unter Anfühiningszeichen gesetzten 
Sätze ist nun gar nichts einzuwenden; sie sind hypothetische 
Urtheile, die ihre Giltigkeit vom Gesetze der Ursachenäquivalenz: 
^Gleiche Ursache — gleiche Wirkungen" her beziehen. Diesem 
allgemein anerkannten Gesetze würde es nämlich widerstreiten, 
wenn ein und derselbe Complex von Bedingungen ebensowohl 
Ursache von a,, wie von a^ (wobei a^ und a^ mit einander 
unverträgliche Ereignisse sind) sollte sein können ; er kann daher 
weder die Ursache von ai, noch die Ursache von sl^ ^^^^^ 
sondern, falls er überhaupt die Ursache eines Ereignisses ist, 
nur die Ursache von b. Die Giltigkeit jener hypothetischen 
Urtheile genügt aber noch nicht zum Nachweise des Trägheits- 
gesetzes; hier muss vielmehr noch die Bealisirtheit der Vor- 
dersätze dieser Urtheile hinzutreten. Wir müssten wissen, es 
seien wirklich genau dieselben Chancen z. B. für das Zu- und 
Abnehmen der Geschwindigkeit des sich selbst überlassenen 
Körpers vorhanden und wir milssten dies wissen mit einer 
Sicherheit, die blos aus unserer subjectiven Unkenntnis eines 
Chancenunterschiedes natürlich nicht zu gewinnen wäre; und 
weil ein solches Wissen im besten Falle nur auf der bereits 
vollzogenen Feststellung des Trägheitsgesetzes beruhen könnte, 
so erweist es sich a foi'tiori als unsinnig, die Feststellung dieses 
Gesetzes selbst erst auf die unerlaubte Anmassung solches Wissens 
gründen zu wollen. 

Man ersieht aus der Durchführung dieses Beispiels, dass 
die Anwendbarkeit unseres Arguments Scrupeln unterliegt, vor 
denen seine formale Giltigkeit bewahrt ist und es ist natürlich, 
dass das Argument, da demselben auch die Schwierigkeiten 
seiner Anwendung zur Last gelegt wurden, merklich in Miss- 
credit gerieth ; — etwa so, wie auf ethischem Gebiete der Satz 
vom Zwecke, der da die Mittel heilige, nicht zum Geringsten 
darum anrüchig geworden ist, weil — wenn man die Frage nach 
der Wahl der Mittel zu erlaubten Zwecken noch ganz dahin- 
gestellt sein lässt — in den meisten Fällen, in denen er geltend 
gemacht wurde, nicht einmal die Zwecke zu billigen waren. 
Es ist nun leicht ersichtlich, dass die Anwendbarkeit unseres 
Arguments von dem Grade berechtigter Zuversicht abhängt, 
mit dem wir auf irgend einem Erscheinungsgebiete es erwarten 
dürfen, eine etwaige Verschiedenheit der als gleich hingestellten 
Gründe zu entdecken, falls eine solche vorhanden wäre. Und 
die vorstehenden Betrachtungen legen die Bemerkung nahe, 
dass man auf physischem Gebiete mit unserem Argumente nie 
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mit voller Sicherheit werde verfahren können, da zwischen 
realen Dingen und Ereignissen stets Verschiedenheiten möglich 
sind, die sich unserer Wahrnehmung entziehen. Anders hin- 
gegen mag die Sache dort stehen, wo man im Bereiche blosser 
Vorstellungen zu verweilen sich begnügt, etwa gar solcher 
Vorstellungen, zu deren Ausarbeitung man selbst ein gut Theil 
beigetragen hat : hier mag man sich eher eine zufängliche Con- 
trole der Situation zutrauen . 

Von dieser Art war aber gerade der Fall, an dem die vor- 
stehenden Betrachtungen über das Argument von der Gleich- 
heit des Grundes anknüpften. Die längere Strecke erweist sich 
als der kürzeren so ähnlich, dass für die Verlängerbarkeit jener 
der gleiche Grund zu bestehen scheint, der für die Verlänger- 
barkeit dieser bestand. So lautete die Motivirung Leibnitzens. 
Hier stehen nun in der That die beiden Strecken als geistige 
Gebilde solcher Art, dass ihnen strenggenommen gar keine 
Realität zukommt, vor unserem inneren Auge und man möchte 
meinen, wenn die grössere Strecke sich hinsichtlich ihrer Fort- 
setzbarkeit anders verhielte, als die kleinere, so könnte uns dies 
nicht entgehen. Gerade darum aber, weil dem so ist, erweist 
sich die Heranziehung des Arguments von der Gleichheit dea 
Grundes auch hier als ein GöTspov-Ttporepov oder doch wenigstens 
als ein Umweg. Die beiden Strecken sind, als ungleich lang, 
von einander verschieden ; dass sich diese Verschiedenheit nicht 
auch auf den Grund ihrer Fortsetzbarkeit erstrecke — und er- 
streckte sie sich hierauf, so hätte Leibnitz mit Unrecht für 
die Fortsetzbarkeit beider Strecken den gleichen Grund in 
Anspruch genommen — , folgt selbst erst daraus, dass die grössere 
Strecke als ebenso fortsetzbar erkannt werden kann, wie die 
kleinere. Bedarf man aber dieser Erkenntnis, um das Argument 
von der Gleichheit des Grundes anwenden zu können, so ist es 
widersinnig, sich vermöge dieses Argumentes allererst jener 
Erkenntnis, die das Erstrebte ist, versichern zu wollen. Was 
die Anwendbarkeit des Argumentes verbürgen soll, reicht offen- 
bar hin, um das vermöge des Arguments zu Erhärtende direct 
zu verbürgen. 

Steht nun aber, auf welche Weise immer, die unbegrenzte 
Fortsetzbai*keit der Geraden fest, so genügt dies noch nicht, 
um von ihr und damit mittelbar vom Gesammtraume die Un- 
endlichkeit zu prädiciren. Die Kreislinie, ein den Umkreisungs- 
punkt enthaltender Theil der logarithmischen Spirale, gewisse 
Flächen, die zwischen einander asymptotisch sich nähernden 
Curven liegen, wie zahlreiche andere räumliche Gebilde sind 
sämmtlich unbegrenzt fortsetzbar ; aber weil dieselben von endlichen 
Gebilden ihrer Art, also beziehungsweise von Linien und Flächen, 
an Grösse übertroffen werden uni somit der Bedingung: grösser 
zu sein als jede gleichartige endliche Grösse, nicht genügen, so 
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dürfen sie nicht als unendliche Raumgrössen bezeichnet werden. 
Die gerade Linie hingegen, d. h. der Inbegriff aller Funkte, 
die durch zwei gegebene Punkte in der Weise bestimmt sind, 
dass sie auf der durch diese beiden Punkte gehenden Geraden 
liegen, ist ein lineares Gebilde, das in der That grösser ist, als 
jedes endliche Geradensttlck, als jede endliche Strecke. Oder, 
um dieselbe Sache von einer anderen Seite zu betrachten : nimmt 
man irgend eine endliche Strecke A als Einheit an, so ist die 
Vielheit von A's, welche auf der Geraden Platz haben, keine 
endliche, sondern eine unendliche. Es folgt dies daraus, dass 
wir ein endliches Geradenstück mit derselben Evidenz als um 
A fortsetzbar beurtheilen müssen, mit der wir es überhaupt als 
fortsetzbar beurtheilen müssen ; und diese bestimmte Art 
der Fortsetzbarkeit eines Geradenstücks genügt nun aller- 
dings, um mehr als blosse Fortsetzbarkeit, um Unendlichkeit 
zu verbürgen. Denn welche der beiden obenangeführten Defini- 
tionsweisen des Begriffes einer unendlichen Raumgrösse man 
auch anwenden möge, es ist klar, dass die gerade Linie unter 
ihn fUUt. 

Speciell die gerade Linie anlangend ist zu bemerken, dass 
die Zweiheit ihrer Prädicate: „unbegrenzt fortsetzbar" und 
„unendlich" auch im Euklidischen Systeme der Geometrie, wie- 
wohl nicht scharf genug, hervortritt. Das erstere Prädicat ist 
in der (zweiten) „Forderung:** „eine gerade begrenzte Linie 
stetig gerade fort zu verlängern'' deutlich genug ausgesprochen, 
das letztere hingegen entweder in der (dritten) „Forderung:'* 
„aus jedem Punkte in jedem Abstände einen Kreis zu beschrei- 
ben" oder in der (zweiten) „Aufgabe:" „von einem gegebenen 
Punkt A eine der gegebenen ß C gleiche gerade Linie zu 
legen" wenigstens involvirt. An diesen speciellen Fall anknü- 
pfend muss jedoch eine ganz allgemeine Auseinanderhaltung jener 
beiden Prädicate anknüpfen, die seit B. Riemann denn auch 
zu immer steigender Anerkennung gediehen ist. Was unter der 
Unendlichkeit einer Raumgrösse zu verstehen sei, ist bereits 
gesagt worden; die Unbegrenztheit einer Raumgrösse bedeutet 
etwas ganz anderes und zwar einfach den Umstand, dass dieselbe 
keine Grenze besitzt. Hiebei ist unter „Grenze'* nicht jener 
allgemeineBegriff einer Reihengrenze zu verstehen, der den Gegen- 
stand des sechsten Capitels ausmachen wird; vielmehr ist hier von 
Grenze nur im geometrischen Sinne des Wortes die Rede, also 
in jenem Sinne, in welchem eine Fläche als Grenze eines 
Körpers, eine Linie als Grenze einer Fläche, ein Punkt als 
Grenze einer Linie gilt. Eine allgemeine Definition dieses 
Sinnes von Grenze unternehme ich nicht; doch möchte ich, 
speciell den Punkt als Liniengrenze anlangend, auf einige Ano- 
malien aufmerksam machen, .durch die man, wenn man ihnen 
unvorbereitet begegnet, leicht beirrt werden könnte. Bei den 
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^ . iibegrenztheit eines räumlichen Ge- 

ner Richtung eine nothweudige, wie- 
5^ hinreichende Bedingung seiner Unend- 

^^%. Unendliches kann nach gewissen 

iizt sein, wie z. B. der auf der einen 

ikt begrenzte, nach der anderen Seite un- 

1 : das von zwei Parallelen begrenzte Ebenen- 

11 Schenkeln eines Winkels eingeschlossene 

nach wenigstens Einer Hinsicht jedoch muss 

• Gebilde unbegrenzt sein, wenn ihm das Prädicat 

Kcit überhaupt zukommen soll. Mit Recht haben 

die Bezeichnung beiderseitig begrenzter Raum- 

. ecken, und seien dieselben noch so gross, als un- 

i. A. Leibnitz, Gauss und Bolzano Verwahrung 

agt aber dem Vorstehenden gemäss das Prädicat der 
renztheit immerhin weniger, als dasjenige der Unend- 
it, indem alles Unendliche unbegrenzt, aber nicht alles 
egrenzte unendlich ist, so nfluss doch daran festgehalten 
rden, dass beide in gleicher Weise der Ausfluss eines po- 
tiven Wissens sind. Es darf daher Dasjenige, was hier unter 
Jnbegrenztheit verstanden wird, nicht mit Dem verwechselt 
werden, was frühere Autoren, insbesondere Descartes unter 
der Bezeichnung eines indefinitum dem Unendlichen (infinitum) 
gegenübergestellt haben. Descartes®) nennt einen Gegenstand 
dann „infinit," wenn wir, wie dies ausschliesslich bei unserer 
Erkenntnis Gottes der Fall sein soll, positiv einsehen, dass 
keinerlei Schranke an ihm vorhanden sei; solche Gegenstände 
hingegen, von denen wir nicht positiv einsehen, dass sie von 
Schranken frei sind, sondern nur negativ, dass wir bis jetzt 
keine Schranken an ihnen haben finden können, nennt er „in- 
definit" : zu diesen rechnet der Philosoph auch den Raum. Man 
bemerkt hienach, dass ^s, um eine Grösse als eine indefinite 
zu bezeichnen, genügen soll, wenn man in ihrer successiven 
Durchmessung bis zu dem Zeitpunkte, da man sein Urtheil fällt, 
auf noch kein Hindernis gestossen ist, woraus sich selbstver- 
ständlich nur eine mehr oder weniger unsichere Vermuthung: 
man werde auch künftig auf kein solches Hindernis stossen, er- 
gibt. Die Indefinitheit einer Grösse besagt also nicht nur nichts 
darüber, ob dieselbe endlich oder unendlich sei, sondern sie er- 
schöpft, da sie auch über die Forts^tzbarkeit dieser Grösse nur 
innerhalb gewisser Grenzen sich äussert, auch nicht einmal den 
vollen Gehalt unseres Unbegrenztheitbegriffes. Wo Unbegrenzt- 
heit im Ri em an n 'sehen Sinne ausgesagt wird, bedeutet dies, 
dass man in der Lage sei, ein gewisses evidentes Urtheil zu 
föUen, während die De sc artesische Indefinitheit nur das be- 
deutet, dass man annoch keinen Grund habe, an der Richtigkeit 



— 90 ~ 

dieses Urtheils als eines durch Induction dagereichten zu zwei- 
feln. Es ist charakteristisch, dass bei unserem Philosophen statt 
des Wortes ^ind^fini" auch mehrfach das Wort „ind6termin6*^ 
vorkommt. Und es braucht kaum hinzugefügt zu werden, dass 
da Descartes' Indefinitheit mit unserer Unbegrenztheit sich 
nicht deckt, auch unser Unterschied zwischen Unbegrenztheit 
und Unendlichkeit von ihm keineswegs anticipirt worden ist^'*). 

Wie die gerade Linie im Räume und der Raum selbst, ist 
auch die Zeit unendlich. Das Vorstellen jeder beliebigen Zeit- 
spanne, jedes begrenzten Stückes Dauer überzeugt uns mit un- 
mittelbarer Evidenz davon, dass der so vorgestellte Inhalt fort- 
setzbar ist und — da dessen Fortsetzung einen ganz gleich- 
artigen Vorstellungs-Inhalt liefert — dass diese Fortsetzbarkeit 
eine unbegrenzte ist. Weiterhin ist auch die specielle Art von 
Fortsetzbarkeit um diejenige Zeitspanne, von der man ausge- 
gangen ist, unmittelbar evident, womit ausser der unbegrenzten 
Fortsetzbarkeit auch die Unendlichkeit der Zeit verbürgt er- 
scheint. Zu demselben Resultate kann man auch indirect ge- 
langen, indem man erwägt, dass um ihrer Eindimensionalität 
und ihrer Richtungsidentität willen die Zeit der geraden Linie 
analog ist, — eine Analogie, auf die man ohnedies eher zuviel 
als zu wenig Nachdruck zu legen pflegt; im Sinne dieser Ana- 
logie liegt es dann natürlich auch, wenn man diejenigen Ar- 
gumente, die für die Unendlichkeit der Geraden sprechen, auch 
der Unendlichkeit der Zeit zugutekommen lässt. 

Es muss uns jedoch nicht blos darauf ankommen, dass man 
die Unendlichkeit des Raumes und der Zeit anerkenne, sondern 
— da man nach einem bekannten Ausspruche des Aristoteles 
das Wahre auch aus falschen Prämissen erschliessen kann — 
auch darauf, dass man sie aus den richtigen Gründen aner- 
kenne: denn es ist offenbar, dass man einer Erkenntnis nicht 
früher sicher ist, bevor man nicht auch ihrer Gründe sicher ist. 
Ich will daher im Folgenden einige charakteristische Versuche 
prüfen, die Unendlichkeit von Raum und Zeit anders zu recht- 
fertigen, als wir sie gerechtfertigt haben. 

Da wäre vorerst die in einem falschen Sinne empiristische 
Begründungsweise, welche u. A. J. St. Mi 11 vertreten hat. 
Im Zusammenhange mit den von seinem Vater auf ihn über- 
gegangenen Ansichten über die Bedeutung untrennbarer Ideen- 
associationen, die sich überall dort einstellen, wo die Erfahrung 
kein Beispiel und keine Analogie eines gegentheiligen Sach- 
verhalts darbietet, sagt er: „Wir können uns die Sonne oder 
den Mond herabfallend denken ; denn obgleich wir sie nie fallen 
sahen, und sie uns auch niemals herabfallend vorstellten, so 
haben wir doch soviele andere Dinge fallen sehen, dass wir 
unzählige alltägliche Analogien besitzen, die diese Vorstellung 
erleichtern. . . . Allein, wo die Erfahrung kein Muster bietet» 



— 91 — 

um darnach die neue Vorstellung zu gestalten, wie ist es uns 
da möglich, eine solche zu fassen? Wie können wir uns z. B. 
eine Grenze des Raumes oder der Zeit vorstellen? Wir sahen 
nie einen Gegenstand, ohne etwas Anderes, das noch über den- 
selben hinausging und erfuhren nie ein Gefühl ohne ein anderes, 
das ihm folgte. Wenn wir es d aber versuchen, uns den äussersten 
Punkt des Raumes zu denken, so erhebt sich sofort mit unwider- 
stehlicher Gewalt die Vorstellung anderer Punkte, die noch 
über diesen hinausliegen. Wenn wir versuchen, uns den letzten 
Punkt der Zeit vorzustellen, so können vrir nicht umhin, uns 
noch einen anderen Zeitpunkt jenseits derselben zu denken. 
Und es ist durchaus keine Nothwendigkeit vorhanden, mit einer 
neueren methaphysischen Schule ein besonderes Grundgesetz 
des Geistes anzunehmen, um dieses Gefühl (?) der Unendlich- 
keit, das unseren Raum- und Zeitvorstellungen innewohnt, zu 
erklären; dieser Anschein (?) von Unendlichkeit wird durch 
einfachere und allgemein anerkannte Gesetze hinreichend 
erklärt")." 

Gegen diese Aeusserung wäre Mehreres vorzubringen: — 
vorerst, dass sie ungenau und mit einer Halbheit behaftet ist. 
Ungenau, sofern hier, wie in zahlreichen anderen Fällen, 
deren einige wir bereits festgenagelt haben, Unbegrenztheit und 
Unendlichkeit identificirt werden; mit einer Halbheit behaftet, 
insofern von einem blossen „Gefühle", von einem „Anscheine" 
der Unendlichkeit die Rede ist, da doch den Inbegriffen, die 
wir Raum und Zeit nennen, das Prädicat „unendlich" schlecht 
und recht, wie nur irgend einem Gegenstande irgend ein Prädicat, 
zukommt. Aber nicht diese Nebenangelegenheiten sind es, die 
uns an der Mill'schen Aeusserung interessiren, vielmehr die 
Art, wie hier die evidenten Urtheile: Raum und Zeit seien 
unbegrenzt, daraus, dass wir nirgends einen letzten Gegenstand 
im Räume und ein letztes Geschehen in der Zeit angetroffen 
haben, abgeleitet werden sollen. Es ist offenbar, dass dieser 
Ableitungsversuch sein Ziel verfehlt. Was vorerst den Raum 
anlangt, so kann ohneweiters auf eine empirische Analogie hin- 
gewiesen werden, welche uns leicht dazu verhölfe, ihn begrenzt 
vorzustellen, falls seine Unbegrenztheit mit derjenigen der 
Körperwelt in der von Mill geltend gemachten Weise that- 
sächlich zusammenhinge. Wir kennen leere oder wenigstens — 
was für unser Vorhaben genügt — anscheinend leere Räume 
zwischen den Körpern und es macht eine vermöge analogischen 
Denkens durchaus vollziehbare Vorstellung aus, ebensolche Räume 
in beliebigem Ausmasse auch ausserhalb des körperlichen 
Universums — dieses räumlich begrenzt und endlich gedacht — 
anzusetzen. Da wir sonst dann, wenn die Körperwelt eine be- 
grenzte wäre, den Raum für unbegrenzt erachten könnten, 
so kann dieses Urtheil über den Raum gar nicht jener Beschaffen- 
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heit der Körperwelt zu verdanken sein ; es entstammt vielmehr 
ausschliesslich dem Charakter der hiefür massgebenden Raum- 
daten selbst, voran der geraden Linie, und zwar derjenigen 
ihrer Beschaffenheiten, die wir früher als unbegrenzte Fort- 
setzbarkeit um stets gleiche Strecken kennen gelernt haben. 

Ganz ebenso, wie mit dem Räume, verhält es sich mit der 
Zeit. Wäre es wirklich die erfahrungsmässig festgestellte Uner- 
müdlichkeit des Geschehens, die den ausschlaggebenden Grund 
für die Unbegrenztheit der Zeit abgibt, so würden uns Perioden, 
die relativ geschehensleer sind, wie z« B. für ein jedes Indi- 
viduum diejenigen seines traumlosen Schlafes, abermals eine 
Analogie darbieten, vermöge deren die Begrenztheit der Ge- 
sammtzeit einmal vorstellig gemacht werden könnte und weiter- 
hin — da ihr Gegentheil ja nur empirisch erhärtet ist — zwar 
nicht als glaubhaft, aber doch wenigstens als möglich erscheine. 
Beides widerspricht aber dem thatsächlicb vorhandenen Sach- 
verhalte. Die Reihe des Gesammtgeschehens mag abbrechen, 
wie sie will, so würde es darum doch mit Evidenz für un- 
möglich erklärt werden müssen, dass auch die Zeit selbst auf- 
höre, und wir sind demgemäss auch völlig unfkhig, ein be- 
grenztes Stück Zeit, sei dasselbe auch noch so gross, vorza- 
stellen, ohne an das so Vorgestellte den Glauben an dessen 
Fortsetzbarkeit in partem ante und in partem post anzuknüpfen. 
Es beruht aber auf sehr einfachen Gründen, dass uns im Gegen- 
satze zum Aufhören des Geschehens in der Zeit das Aufhören 
der Zeit selbst unmöglich erscheinen muss. Alles Beginnen und 
Aufhören kann, wie bereits Schopenhauer richtig bemerkt 
hat^2), nur in der Zeit erfolgen, wobei diese dem ersteren dieser 
Veränderungsstadien vorhergeht und das letztere überdauert; 
ist nun dem Beginnen und Aufhören dieser Umstand wesentlich, 
so ist es selbstveratändlich, dass von einem Beginnen oder Auf- 
hören der Zeit selbst gar nicht die Rede sein kann. Hiezu 
kommt eine eigenthümliche Vorstellungsweise, welche daraus 
entspringt, dass wir es unternehmen, uns den angenommenen 
absoluten Endpunkt alles Geschehens in unserer Phantasie zu 
vergegenwärtigen. Denkt man eine allgemeine Erstarrung der 
materiellen Welt etwa auf die Weise, die durch die Folgerungen 
aus der mechanischen Wärmetheorie nahegelegt wird, erfolgt, 
wobei man auch von den dann immer noch stattfindenden 
Wärmeschwingungen zu abstrahiren hat, so können wir nicht 
umhin, ein menschlich geartetes Bewusstsein zu imaginiren, 
welches — in jenes todte Meer alles in eine homogene Masse 
aufgelösten Seins hineinblickend — die vorhandene Sachlage 
gewissermassen bescheinigt: ein solches Bewusstsein wird aber 
an seinen eigenen Acten, also an geistigen Veränderungen ohne- 
weiters wieder das Verfliessen von Zeit constatiren können. 
Nun kann zwar der psychische Zwang, vermöge dessen wir 
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dem widerspruchsvollen Gedanken eines von einem mensch- 
lichen Intellecte constatirbaren Endzustandes der Dinge ver- 
fallen, als sachlich un massgeblich angesehen werden, insofern ein 
Sachverhalt sehr wohl irgendwie beschaffen sein mag, ohne dass 
darum Jemand in der Lage sein müsste, diese seine Beschaf- 
fenheit hie et nunc zu verificiren. Trotzdem ist die obige Illu- 
sion nicht wertlos, da sie vorzüglich geeignet ist, unser Nach- 
denken an einen tieferen Punkt hinzuleiten, an dem die Noth- 
wendigkeit, die Zeit über alles Aufhören der Veränderungen 
hinaus fortfli essend zu denken, von einer neuen Seite her 
sichtbar wird. Bräche die Kette der Veränderungen immerhin 
ab — gleichgiltig, ob ein menschlich gearteter Sinn dies con- 
statiere oder nicht — , so muss doch die Möglichkeit in Betracht 
gezogen werden, dass sie wieder einmal von Neuem anhöbe. 
Diese Möglichkeit ist auf keine Weise aus der Welt zu schaffen; 
denn, wie gering auch die Aussichten auf ihre Verwirklichung 
sein mögen, — unsere Kenntnis der Naturkräfte kann nie eine 
so lückenlose sein, dass hier mit Sicherheit auf völlige Aussichts- 
losigkeit erkannt werden könnte. Und um dieser Möglichkeit 
willen, die, wie schwach sie auch sei, doch niemals in Unmög- 
licheit tibergehen kann, müssen wir die Zeit ebenso fortfliessend 
denken, als ob ein Wiederbeginn des Werdens nach so und 
soviel Jahren mit Gewissheit zu erwarten stünde. Ja, das Fort- 
fliessen der Zeit ist geradezu ein Bestandstück dieser Möglich- 
keit selbst, insofern eine Bedingung für deren Realisirbarkeit 
die ist, dass bis dahin ein streng und eindeutig bestimmtes 
Zeitquantum verflossen ^i. Und der Sinn dieser Bedingung 
kann natürlich trotz des*Intermittirens aller denkbaren Verän- 
derungen auf mannigfache Weise verdeutlicht werden; etwa so, 
dass während der in Rede stehenden absoluten Geschehenspause 
ein Körper, dem zu Beginn der allgemeinen Stille eine gewisse 
Geschwindigkeit ertheilt worden wäre— dass sie ihm wirklich 
ertheilt worden sei, wäre freilich gegen die Voraussetzung — 
eine bestimmte geradlinige Bahn zurückgelegt hätte. Ich 
brauche hier wohl kaum hinzufügen, dass es dem guten Sinne 
dieser Angabe nichts benimmt, wenn dieselbe einen blos hy- 
postasirten Thatbestand zum Inhalte hat ; ist doch dasselbe bei 
vielen unserer werthvollsten Urtheile der Fall : — wie denn z. B. 
das Urtheil, ein in einer krummlinigen Bahn auf beliebige 
Weise bewegter Körper habe an irgend einem Bahnpunkte die 
Geschwindigkeit p auch bedeutet, dass, wenn sich von jenem 
Bahnpunkte an der Körper mit gleichbleibender Geschwindigkeit 
in der Richtung der Tangente au seine Bahn fortbewegen würde, 
er in der Zeiteinheit p Wegeinheiten zurücklegen würde. Und 
nun kann zur Emancipation der Zeit vom Geschehen noch ein 
letzter Schritt erfolgen, indem jene Erstreckung der Zeit über 
das Verlöschen des Geschehens hinaus, welche ursprünglich nuj' 



— 94 - 

um der erörterten Möglichkeit der Wiedergeburt von Verän- 
derungen willen vorgenommen wurde, nunmehr um ihrer selbst 
willen genauer : auf die Anregung des progressiven Triebes hin 
vorgenommen wird, — eine Emancipation, die umso näher liegt, 
als die Zeit von den Chancen einer solchen Wiedergebui't, die 
nur in den Dingen und deren Wirkungen begründet sein können, 
offenbar ganz unabhängig ist. 

Die Ansicht, der gemäss die empirisch festgestellte Aus- 
dehnung der Eörperwelt im Räume und der Ereignisse in der 
Zeit es sein sollte, wodurch die Unendlichkeit von Raum und 
Zeit selbst beglaubigt werde, erwies sich uns als unzutreffend, 
indem wir fanden, dass nach dieser Bichtung nur der von allen 
sonstigen Erfahrungen losgelöste Charakter gewisser Raum- und 
Zeitdaten in Betracht kommen könne. Eine indirecte Bestä- 
tigung dieses Resultates wird auch noch durch die folgenden 
Betrachtungen geliefert. 

Bezüglich des Raumes erinnere ich an die sogenannten 
metageometrischen Betrachtungsweisen, die jedoch, zumal sie, 
als ein glänzendes Beispiel von Begriffsvariation, noch im 
nächsten Capitel Erwähnung finden werden, hier nur, soweit 
es für unser unmittelbares Vorhaben vonnöthen ist, erörtert 
werden sollen. Unter den Erwägungen, wie der Raum, in dem 
wir die Dinge befindlich denken, wohl anders aussehen könnte, 
als er nach dem Dafürhalten der heutigen Physik thatsächlich 
aussieht, rangirt in erster Linie auch eine solche, durch welche 
die Unendlichkeit des Raumes in Frage gezogen wird. „Bei 
der Ausdehnung der Raumconstructionen ins Unmessbargrosse — 
sagt Riemann — ist Unbegrenztheit und Unendlichkeit zu 
scheiden. . . Dass der Raum eine unbegrenzte dreifach aus- 
gedehnte Mannigfaltigkeit sei, ist eine Voraussetzung, welche 
bei jeder Auffassung der Aussenwelt angewandt wird, nach 
welcher in jedem Augenblicke das Gebiet der wirklichen Wahr- 
nehmungen ergänzt und die möglichen Orte eines gesuchten 
Gegenstandes construirt werden und welche sich bei diesen 
Anwendungen fortwährend bestätigt. Die Unbegrenztheit des 
Raumes besitzt daher eine grössere empirische Gewissheit, als 
irgend eine äussere Erfahrung. Hieraus folgt eben die Un- 
endlichkeit keineswegs; vielmehr würde dem Raum, wenn man 
Unabhängigkeit der Körper vom Ort voraussetzte, ihm also ein 
constantes ELrümmungsmass zuschreibt, nothwendig endlich sein, 
sobald dieses Erümmungsmass einen noch so kleinen positiven 
Werth hätte. Man würde, wenn man die in einem Flächen- 
element liegenden Anfangsrichtungen zu kürzesten Linien ver- 
längert, eine unbegrenzte Fläche mit constantem positiven Erüm- 
mungsmass, also eine Fläche erhalten, welche in einer ebenen 
dreifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit die Gestalt einer Eugel- 
fläche annehmen würde und welche folglich endlich ist."^') Und 
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€S sind diese in der Höhe einer vornehmen Skepsis schwebenden 
Aeusserungen auch bereits Fleisch geworden, indem Zöllner 
in seiner „Natur der Cometen" darzuthun unternommen hat, 
dass alle unter der üblichen Annahme des Euklidischen Raum- 
charakters aufstellbaren Hypothesen über Endlichkeit oder Un- 
endlichkeit der materiellen Welt zu Schwierigkeiten führen, die 
am Besten dadurch, dass jene Annahme durch diejenige eines 
sehr kleinen, positiven Krümmungsmasses des Raumes ersetzt 
wird, zu lösen seien. 

Freilich leidet die eben erwähnte Argumentation unter einem 
«olchen Ueberflusse von zum Theil recht bedenklichen Voraus- 
setzungen^*), dass wohl Niemand sich dazu herbeilassen dürfte, 
dieselbe als verwendbaren Bestandtheil, geschweige als Stütze 
eines auf Dauerhaftigkeit rechnenden gedanklichen Gebäudes 
anzuerkennen. Leidenschaftliche Gegner aller metageometrischen 
Anwandlungen haben sogar ganz allgemein geleugnet, dass' die 
eventuelle Verschiedenheit des Raumkrümmungsmasses vom 
Werth Null, der dem Euklidischen Räume zukommt, empirisch 
ausgemacht werden könne, wobei sie in erster Linie die Messung 
durch Aneinanderlegung im Sinne hatten, aus welcher ja in 
der That, da unsere Massstäbe der Einflüsse eines von Null 
verschiedenen Krümmungsmasses ebenso ausgesetzt sein würden, 
wie es das durch sie zu Messende ist, der fragliche Ausschuss 
nicht zu gewinnen wäre^^). Da aber diese Gegen erwägungen bei 
Weitem nicht mit derjenigen Sorgfalt angestellt worden sind, 
<lie man einer so kühn absprechenden Behauptung angedeihen 
lassen müsste, — mit jener Sorgfalt, die vor Allem Special- 
betrachtungen für die Fälle : constantes oder variables Krümmungs- 
mass, beträchtlich oder nur wenig von Null verschiedenes 
Krümmungsmass u. dgl. m. erheischen und weiterhin auch alle 
noch soweit abliegenden indirecten Möglichkeiten den Raum- 
charakter zu bestimmen in Betracht ziehen würde — , so ziehe 
ich es vor, den Fall, dass Erfahrungen irgend welcher Art den 
Euklidischen Charakter des Raumes und insbesondere dessen 
Unendlichkeit zweifelhaft erscheinen Hessen, nicht gänzlich ausser 
Betracht zu lassen, und gerade mit Rücksicht auf diesen Fall 
die Frage aufzuwerfen, was dann aus unserer früheren kate- 
gorisch und gar nicht bedingungsweise aufgestellten Behauptung, 
der Raum sei unendlich, werden solle. 

Die Antwort auf diese Frage ist die, dass jene Behauptung 
in ihrem vollen Inhalte bestehen bliebe. Freilich würde es, 
wenn der Raum, in dem sich Jedermann's Aussenwelt befindet, 
auf die oder jene Art ein nicht - Euklidischer wäre, vielleicht 
gar nicht zur Bildung unserer Vorstellungen der Geraden, 
Ebene u. s^ w. als Gebilden, die den Euklidischen Axiomen 
unterworfen sind, gekommen seip: nun wir aber einmal diöö« 
Vorstellungen, woher immer sie gewonnen seien^ besitzen, ist 
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' hixi unverlierbar. Hieher gehört nun in erster Linie auch das 
Wissen um die Unbegrenztheit und Unendlichkeit desjenigen. 
Baumes, dem jene Gebilde als Bestandstücke angehören. Dem 
Unterschiede, den Riemann zwischen Unbegrenztheit und 
Unendlichkeit ansetzte, kann dann immer noch eine Bedeutung 
beigemessen werden, falls er den Evidenzgrad betriflFt, mit dem 
diese Raumqualitäten eingesehen werden; da nämlich die Unbe* 
grenztheit in der Unendlichkeit als das Geringere eingeschlossen 
ist, so ist ohneweiters klar, dass die erstere mit grösserer Evidenz 
eingesehen werden müsse, als die letztere. Doch hat dieser 
Evidenzunterschied keineswegs die Wirkung, die Unendlichkeit 
des Raumes minder gewiss erscheinen zu lassen, als dessen 
Unbegrenztheit; — sowenig wie z. B. der analoge Evidenz- 
unterschied zwischen einem unmittelbar und einem mittelbar 
evidenten Satze diese Wirkung hat. Nur in einem Punkte 
würde sich die Sachlage gründlich geändert haben. Der Raum 
unserer Phantasie, der, falls wir nicht die schlecht und recht 
einmal erworbenen Vorstellungen vergässen, genau derselbe 
bliebe, der er heute ist, würde nicht oder doch nicht so un- 
mittelbar zur Erklärung des äusseren Geschehens taugen, wie 
dies unter den heutigen Umständen der Fall ist. Alle Ein- 
sichten, welche über die Gebilde des Phantasieraumes zu ge- 
winnen sind, würden nach wie vor zu Recht bestehen und 
keineswegs aus der Welt geschafft sein ; während sie aber unter 
den heutigen Umständen mittelbar auch Eigenschaften der 
Dinge darstellen, oder, was dasselbe besagt, auf diese Dinge 
anwendbar sind, würden sie, falls der dingliche Raum ein 
nicht - Euklidischer wäre, vorerst blosse Himgespinnste sein. 
Heute sind die Privaträume der phantasirenden Individuen 
Seitenstücke zu dem Einen Gesammtraume, darin die Körper 
air dieser Individuen und zahllose andere Gegenstände sich ver- 
tragen müssen ; in dem hier an die Wand gemalten Falle, dass 
der Gesammtraum sich als ein nicht-Euklidischer herausstellte, 
würden jene Privaträume nicht mehr mit ihm harmoniren, son- 
dern;f,von ihm abstechen. Alles wird nun darauf ankommen, 
ob der Euklidische Phantasieraum wenigstens mittelbar als 
Werkzeug zur geometrischen Erfassung der Aussenwelt zu ver- 
wenden wäre; wäre er es nicht, so würde er wohl bald auf 
das Ansehen, das heute eines der metageometrischen Systeme 
geniesst, herabgedrückt werden. Aber selbst dann würde unser 
Urtheil: der Raum sei unendlich, von demjenigen Gegenstande, 
von dem es überhaupt galt, zu gelten fortfahren; und wie 
seinerzeit die M i 1 Tschen empirischen Daten sich als unzureichend 
erwiesen, die Unendlichkeit des Raumes — des Euklidischen 
nämlich, dessen Gebilde unserer Phantasie deutlich vorschweben — 
zu begründen, so erweisen sich jetzt die empirischen Daten 
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metageometrischen Natur als unzureichend, die Unendlichkeit 
des ebenso verstandenen Raumes eu widerlegen. Beides 
kann schon darum nicht stattfinden, weil jenen Unendlichkeits- 
urtheilen Gewissheit zukommt, den fraglichen empirischen 
Daten hingegen bloss eine grössere oder geringere Wahr- 
scheinlichkeit. 

Auch die Zeit ist von dem Gedanken, sie möchte anders 
beschafiTen sein, als sie uns mit Evidenz beschaffen zu sein 
dünkt, nicht verschont gebUeben. Um einem „Widerspruche" 
zu entgehen, der sich dann soll ergeben müssen, wenn „man 
mit der Annahme eines nach Raum und Masse endlichen Uni- 
versums die einer zeitlich unbegrenzten Dauer verbinden will,"^^) 
— dem „Widerspruche" nemlich, dass diesfalls „die Wechsel- 
wirkungen, die in einer endlichen Körperwelt entstehen können, 
auch schon unendlich viel Zeit gehabt haben sich wirklich zu 
vollziehen" — und um andrerseits auch der Annahme, die Zeit 
sei begrenzt, auszuweichen, hat Wundt auf den Ausweg hin- 
gewiesen, den die Statuirung eines dem „transcendenten Raum- 
begriflte" analogen Zeitbegriffes darbieten würde. Man hätte 
die Voraussetzung zu machen, ,,dass die Zeit ebenfalls nur in 
verhältnismässig kleinen, aber allein unserer Erfahrung zugäng- 
lichen Strecken in gerader Richtung fortzuschreiten scheine, 
dass sie aber an sich irgend ein positives und constantes ELrüm- 
mungsmass besitze, also in Wahrheit eine in sich zurücklaufende 
Kreislinie darstelle" und es sei „nicht abzusehen" — meint 
unser Autor — „weshalb für die Zeit eine solche Voraussetzung 
nicht ebenso gut statthaft sein sollte, wie für den Raum."^') Doch 
kann diese Rechtfertigung nur so gemeint sein, dass sie einer 
a limine erfolgenden Abweisung jener Hypothese vorbeugen 
solle; denn später wird diese von Wundt selbst aus zwei 
Gründen für unzulässig erklärt. Einmal, weil ein in sich zurück- 
kehrender Zeitverlauf auch eine Periodicität des Geschehens 
nach sich ziehen würde, und diese Consequenz durph den that- 
sächUchen Charakter der Ereignisse keineswegs bestätigt wird ; 
und zum Zweiten darum, weil ein Zurücklaufen der Zeit in 
sich selbst „dem Verlangen nach einer Causalerklärung" wi- 
derstreitet, „welche ins Unendliche fortschreitend soll gedacht 
werden können, wenn sie auch in Wirklichkeit niemals ins Un- 
endliche fortgesetzt werden kann."^^) 

Es ist nun freilich jener Widerspruch, zu dessen Beseiti- 
gung die gewagte Conjectur von der „transscendenten Beschaf- 
fenheit" der Zeit aufgeboten worden ist, nur ein vermeintlicher,^^) 
da sich selbst im engsten Bereiche und mit dem geringsten 
Aufwände an Materie Veränderungen genug ersinnen lassen, 
welche in keiner endlichen Zeit, sie sei noch so gross, abge- 
laufen sein können. Man braucht, um hiefür ein concretes 
Beispiel vor Augen zu haben, blos zu bedenken, dass man der 

Kerry, System einer Theorie der Orenzbegriffe. 7 
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Sehne eines Kreises auf beliebig mannigfache Weise eine soldie 
Länge geben kann, dass dieselbe, wenn man von irgend einem 
Punkte M der Kreisperipherie anfängt, sie dem Kreise einzu- 
schreiben, unendlich oft mit stets veränderter Richtung inner- 
halb des Kreises herumläuft, ohne je wieder mit dem Ausgangs* 
punkte M zusammenzufallen; bewegt sich nun längs der aus 
den Sehnenstrecken bestehenden Zickzacklinie ein materieller 
Punkt mit constanster Geschwindigkeit, so würde hierin eine 
Veränderung der gesuchten Art vorliegen. Eine andere der- 
selben Art würde damit gegeben sein, dass sich ein materieller 
Punkt längs der bei früherer Gelegenheit^^) definirten gebroche- 
nen Linie A Q P Q P . . . mit constanter Geschwindigkeit bewegte 
u. s. w. Es ist ferner sehr wohl abzusehen, warum die Vor- 
aussetzung einer transscendenten Beschaffenheit der Zeit minder 
statthaft erscheinen muss, als diejenige einer transscendenten 
Beschaffenheit des Raumes. Ein bedeutsamer Rangunterschied 
besteht hier darin, dass der Raumtypus, den irgend eine metageo- 
metrische Variation des Raumbegriffes hypostasirt, an mehr oder 
minder vielen Thatbeständen illustrirbar ist, — wie denn z. B. 
die ZöUner'sche Annahme eines kleinen positiven Krüm- 
mungsmasses es mit sich bringen soll, dass ein mit einer An- 
fangsgeschwindigkeit versehener und dann sich selbst überlassener 
materieller Punkt, anstatt dem Galil einsehen Gesetze gemäss 
stets in einer Geraden fortzulaufen, in einem Kreise zu seinem 
Ausgangspunkte zurückkehre. Im Gegensatze hiezu ist nur ein 
einziges Merkmal — die bereits erwähnte Periodicität des Ge- 
schehens — angebbar, dessen Vorhandensein oder Mangel mit der 
hypostasirten transscendenten Beschaffenheit der Zeit überhaupt 
in Zusammenhang gebracht werden kann. Und auch dieser 
Zusammenhang ist ein rectit loser. Aus dem positiven Falle 
der eventuell sich herausstellenden Periodicität des Geschehens 
kann ein Rückschluss auf die kreisförmige Gestalt der Zeit von 
vornherein uicht gezogen werden, da eine solche Periodicität 
auch mit der gemeinen Annahme des geradlinigen Zeitverlaufs 
durchaus verträglich wäre. Nur der negative Fall, die Nicht- 
periodicität des Geschehens würde eine Instanz gegen die kreis- 
förmige Gestalt der Zeit darstellen, falls wirklich die Peridioci- 
tät des Geschehens eine unausweichliche Consequenz dieser 
transscendenten Zeitbeschaffenheit ist, wie dies Wun dt annimmt. 
Wir wollen diese Annahme, deren Sinn im Grunde genommen 
der ist, dass mit der Wiederkehr eines bereits dagewesenen 
Zeitpunktes auch die ganze, dem einstigen Auftreten dieses 
Zeitpunktes entsprechende Weltlage wiederkehrt, immerhin über 
uns ergehen lassen, — so bleibt doch ein fataler Uebelstand 
der, dass jene Nichtperiodicität des Geschehens, vermöge deren 
allein über die angenommene Beschaffenheit der Zeit idlenfalls 
etwas ausgemacht werden könnte, selbst auf keine Weise be- 
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wiesen werden kann: man braucht offenbar blos die betreffen- 
den Perioden gross genug anzunehmen, um durch die empi- 
rische Constatirung eines noch so abwecbslungsreicben Werdens 
in der Voraussetzung, dasselbe sei gleichwohl periodisoh, nicht 
gestört zu werden. Freilich ist dieses scheinbare Beneficium 
der Hypothese von der transsoendenten Zeit, nicht widerlegt 
werden za können, thatsächlich ein Symptom ihrer Krank- 
haftigkeit; denn nur darum ist sie gegen alle Anfechtung ge- 
feit, weil sie zu unbestimmt ist, um in greifbare Consequenzen 
hinein verfolgt werd^i zu können : und eine Hypothese, welche 
aus ihrer Al%emeinheit nicht weit genug heraustritt, um als 
irrig befunden werden zu können, falls sie es wirklich ist, ist 
nicht eine wissenschaftlich gerechtfertigte, sondern nur eine 
spielerische Erdichtung. Aber so gerisg hienach auch die 
Gefährlichkeit der in Rede stehenden Hypothese anzuschlagen 
sein möchte, so trägt es zur Schätzung decken, was im Gegen- 
satze zu den Erfahrungen über das Gescheh^i in der Zeit die 
Betrachtung des Zeitdatums selbst, der Dauer in abstracto, l^irt, 
gleichwohl bei, zu sehen, wie man sich auf dem Verzicht auf 
das evidente Ergebnis dieser Betrachtung, den die Hypothese 
von der transsoendenten Zeit leistet, auf eine abschüssige Bahn 
begeben habe, auf welcher daun selbst den bizarrsten Anoah- 
men, die anstatt der wahren Behauptung von der Unendlichkeit 
der Zeit auftauchen, vermöge jener Erfahrungen kein absoluter 
Widerstand mehr entgegengesetzt werden kann. 

Aber, wird man uns einwenden : Ein Mitt^, um jene Hy- 
pothese auf berechtigte Weise auszusohliessen, ist noch gar 
nicht benützt worden ! Das Zurücklaufen der Zeit in sich selbst 
sollte ja auch unserem Causalbedürfnisse widerstreiten und da 
dieses „aus dem in uns liegenden Gesetz des Erkenntnisgrundes 
(entspringt), welches einen Grund zu jeder Thatsache des 
Denkens (?) fordert, aus welchem dieselbe mit Nothwendigkeit 
hervorgeht" — in der Weise entspringt, dass das Verhältnis 
von Grund und Folge auf diejen^en Thatsachen übertragen 
(wird), welche unserem Denken in der Erfahrung (?) ge- 
geben werden" — , so käme die in Rede stehende Hypothese 
in Conflict mit „der formalen Bedingung unseres Erkennens", 
„der Grundform des logischen Denkens. ^^^) An einer späteren 
Stelle wird für eine „Forderung des Causalprincips' nicht nur 
das erklärt, dass jedes Geschehen eine Ursache, sondern 
auch, dass jedes Geschehen eine Wirkung habe. Diese dop- 
pelte Consequenz des allgemeinen Causalgesetzes, für das ich 
die präcisere und prägnantere Bezeichnung des Gesetzes vom 
Ursachenbesitze, vorschlage, wird nun auch von anderen nam- 
haften Autoren geltend gemacht. So würde Z ö 1 1 n er zu seinem 
Resultate, wonach dem Räume ein kleines positives Krümmungs- 
mass zukommen soll, nicht gelangen, wenn für den Fall, als 

7* 
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Endlichkeit der Mafsse im unendlichen ßaume angenommen wird, 
auch die Zeit eine endliche Grösse sein könnte. Und er sucht 
diese Möglichkeit durch die folgende Motivation auszuschliessen : 
^Die Annahme einer Begrenzung der Zeit als der einzig mög- 
lichen Anschauungsform für Veränderungen, sei es fttr die Ver- 
gangenheit in Form eines endlichen Anfanges, sei es für die 
Zukunft in Form eines endlichen Aufhörens aller materiellen Ver- 
änderungen, scheint mir einen Widerspruch gegen den Satz vom 
zureichenden Grunde zu involviren.*^') Ebenso meint Riehl,**) 
dass das „Causalprincip" die Unendlichkeit des Geschehens ver- 
bürge: ^Die Annahme eines Beginnes der Veränderungen in 
der Natur wird durch dieses Princip von vorneherein ausge- 
schlossen" ; „die Causalreihe der Erscheinungen geht . . ohne 
allen Zweifel ins Unendliche" ; „eine erste Ursache, mit welcher 
als mit einem Schöpfdngsacte die Reihenfolge der Veränderungen 
ursprtlnglich begonnen haben soll, wäre eine ursachlose Ver- 
änderung; sie ist mithin so gewiss undenkbar, als es noth- 
wendig ist, jede Veränderung als Wirkung aufzufassen, die ihre 
Ursache in einer vorangehenden Veränderung hat** Und wenn 
die vorstehenden Aeusserungen sich auf die Unendlickeit des 
Geschehens nach der Seite der Vergangenheit hin bezogen, so 
besagt die Behauptung: „eine Veränderung ohne Ursache und 
ohne Wirkung (sei) a priori von der Erkenntnis ausgeschlos- 
sen** 2*) ein Analoges für die Seite der Zukunft. Angesichts einer so 
weitgehenden Uebereinstimmung hervorragender Autoren dürfte 
es angezeigt sein, wenn ich meine von der ihrigen abweichende 
Meinung etwas eingehender begründe. Hiebei muss von Vorn- 
herein beachtet werden, dass die fragliche Differenz sich nicht 
etwa auch auf die Frage nach der Unendlichkeit des Geschehens 
selbst erstreckt, sondern nur auf die Art, wie die diese Frage be- 
jahende Antwort gerechtfertigt wird. Jene Autoren lassen die 
Unendlichkeit der Zeit durch diejenige des Geschehens begründet 
sein und weiterhin die Unendlichkeit des Geschehens durch das 
Gesetz des Ursachenbesitzes ; meine Widerlegung wird sich da- 
gegen richten, dass durch dieses Gesetz die Unendlichkeit des 
Geschehens, sei es nach der Seite der Vergangenheit, sei ea 
nach der Seite der Zukunft hin verbürgt werden könne. Hiemit 
wird implicite eine zweite typische Art, die Unendlichkeit der 
Zeit in unzutreffender Weise zu rechtfertigen, zurückgewiesen 
sein: — ausser der bereits erörterten empirischen Schlussweise, 
die sich auf den Charakter der Ereignisse zu stützen sucht, 
nun auch eine abstract verstandesmässige, die sich des Causal- 
gesetzes bedient. 

Was nun den Satz vom zureichenden Grunde anlangt, so 
müsste man denselben in völlig übertriebener und unrichtiger 
Form aufstellen, damit er mit der Unendlichkeit des Geschehens 
etwas zu schaffen haben könne. Vorerst sind es die von uns 
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gefüllten Urtbeile; deren jenes Erkenn tnisprincip sich annimmt. 
Ob es einem Urtheile wesentlich sei, die^ Gebärmutter einer 
unendlichen Vielheit von Folgerungen zu sein, kommt hier 
nicht in Betracht, da der* Satz vom zureichenden Grunde gar 
nicht nach unten weist, — die Entwicklung von Folgerungen 
empfehlend — sondern nur nach oben — die Aufsuchung von 
Gründen erheischend. Dass sich aber, nach oben zu betrachtet, 
nicht jedes Urtheil immer noch weiter begründen lässt, ist zu 
bekannt, als dass es hier hervorgehoben zu werden brauchte: 
die Reihe von Gründen eines Urtheils bricht - - meistens sogar 
sehr bald — ab in Wahrnehmungen oder anderen unmittelbar 
evidenten Urtheilen, Eine jede auf logischem, mathematischem, 
oder irgend einem anderen Gebiete aufzeigbare Reihe von Ur- 
theilen; deren Glieder sich zu einander, wie Grund und Folge 
verhalten, ist somit eine endliche und kann daher keine An- 
weisung geben auf eine unendliche Geschehensrßibe.. Freilich 
kann es stattfinden, dass man, als zu irgend einem Urtheile ge- 
hörig, einen Grund erst noch neu kennen lernt; und da diese 
Möglichkeit wenigstens auf gewissen Gebieten des Denkens stets 
walten mag, so wird es Verkettungen von Grund und Folge 
geben, denen nicht unpassend das Pr^dicat: i^unbegrenzt'^ zu- 
gesprochen werden könnte. Da wir aber bereits anderwärts 
Fälle kennen gelernt haben, in denen Unbegrenztheit mit End- 
lichkeit zusammenging, so dürfen wir von Vornherein muth- 
massen, dass ein solche(r Fall auch hier vorliegt ; und diese Muth- 
massung besitzt eine starke Stütze in der Bedeutung, die der 
Process des Begründens für unser Erkennen besitzt : wir würden 
uns mit Recht dafür bedanken, wenn die adaequate Lösung der 
Au%abe, irgend ein Urtheil zu begründen, auf einen regressus 
in infinitum führen müsste. 

Mit den vorstehenden Bemerkungen wären die beiden 
Erkenntnisprincipien, die Schopenhauer als „Satz vom zu- 
reichenden Grunde des Erkennen s" und als „Satz yom zu- 
reichenden Grunde des Seins" bezeichnet hat, erledigt. . Ob 
diese Erkenntnisprincipien es verdienen, so energisch auseinan- 
,der gehalten zu werden, wie die obige Namengebung es anzeigt, 
darf hier dahingestellt bleiben. Jedenfalls kommen sie darin 
überein, dass bei beiden das zu Begründende keine Ereignisse 
sind; denn freilich taucht z. B. da^. Urtheil 2 mal 2 = 4 hier 
und dort in denkenden Wesen auf und besitzt nach dieser Hin- 
sicht den Charakter eines Ereignisses: dieses sein Ereigniss- 
mässiges gehört aber nicht zu dem, was begründet werden 
muss, wenn es heisst, dass das Urtheil 2 mal 2 = 4 begründet 
werden solle. Und jene beiden Erkenntnisprincipien kommen 
weiter darin überein, dass gerade hier das Begründen in der 
unverkennbarsten Weise so stattfindet, dass man nach einer 
endlichen Anzahl von Schritten bei Sätzen, die fiirder nicht 
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begründbar sind, anlangt. So gestaltet sich die Anwendung des 
Satzes vom zureichenden Grunde auf demjenigen Gebiete, auf 
dem er so recht zu Hause ist ; von hier soll er auf das Gebiet 
der Ereignisse übertragen werden. Schon hier möge man sich 
fragen, ob es nach allem Gesagten wahrscheinlich sei, dass 
diese Uebertragung an die Unendlichkeit des Verlaufes der 
Ereignisse wie an eine Bedingung, geknüpft sei. 

Sehen wir näher zu. Wenn das vermöge des aügemeinen 
Satzes vom zureichenden Grunde zu Begründende das Auftreten 
eines Ereignisses ist, so nimmt dieser Satz die specielle Form an, 
die Schopenhauer als ^Satz vom zureichenden Grunde des 
Werdens^ bezeichnete; dieser Satz ist kein anderer, als unser 
Gesetz vom Ursachenbesitze. Von welcher Art die Ereignisse 
sind, um deren ursächliche Begründung es sich hier handelt, ist 
natürlich nur von untergeordneter Bedeutung. Denkt man sich 
etwa eine bestimmte Gruppe von Ereignissen, diejenige der Hand- 
lungen vernünftiger Wesen, abgesteckt, so ist man noch keines- 
wegs dazu berechtigt, mit Schopenhauer^^) einen selbständigen 
„Satz vom zureichenden Grunde des Handeln s** anzuer- 
kenneU) da dieser so gewiss ein blosser Specialfall des ^Satzes 
vom zureichenden Grunde des Werdens" ist, als die Auf- 
suchung der Motive einer Handlung ein Specialfäll der Auf* 
suchung von Bedingungen eines Ereignisses überhaupt ist. Doch 
mag) da einmal die Aufmerksamkeit auf die in Rede stehende 
Gruppe von Ereignissen gelenkt ist, hier die Bemerkung Auf- 
nahme finden, dass eine jede Reibe, deren Entstehungsweise die 
ist, dass eine Handlung das Mittel zu einem Zwecke, dieser 
Zweck wieder das Mittel zu einem zweiten Zwecke u. s. w. darstellt 
--* also eine Reihe, in welcher die aufeinanderfolgenden Glieder 
a und b sich zu einander wie ein Mittel zu seinem Zwecke 
verhalten — eine endliche ist, indem man früher oder später bei 
einem Zwecke anlangt, der, „um seiner selbst willen,^ d. h. 
genauer: um einer Lust willen, die seine Erreichung bereitet, 
gewollt würde ; diese Lust ist dann wirklich „Selbstzweck** und 
kann nicht mehr als Mittel zu einem weiteren Zwecke aufge- 
fasst werden : mit ihr schliesst daher jene Reihe ab.^®) Ebenso 
würde eine jede Reihe, deren Entstehungsweise die ist, dass 
man von irgend Etwas ausgeht, das als Zweck gilt, dann zu 
einer Handlung übergeht, die ein Mittel zur Erreichung dieses 
Zweckes darstellt, hierauf zu einer Handlung übergeht, die ein 
Mittel zur Erreichung dieses Mittels darstellt u. s. w. — also eine 
Reihe, in welcher die aufeinanderfolgenden a und b sich zu ein- 
ander wie ein Zweck zu seinem Mittel verhalten — eine endliche 
sein müssen, falls der Endzweck, von dem man ausging, ein 
erreichbarer sein soll. Auch die hier waltenden Verhältnisse 
sind nicht gerade geeignet, der Meinung, dass der Satz vom 
zureichenden Grunde die Unendlichkeit der Veränderungsfolge 
zur Folge habe, Vorschub zu leisten. 
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Es bleibt demnach, wie vorauszusehen w^, von allen „Wur- 
zeln"' oder vielmehr Zweigen des Satzes vom zureichenden Grunde 
nur noch derjenige „vom zureichenden Grunde des Werdens,* 
das Gesetz vom Ursachenbesitze übrig, als ein solches, dem man 
einen Einfluss auf die Länge der Gesehehenskette überhaupt 
zutrauen kann. Dieses Gesetz lautet : Für eine jede zu existiren 
beginnende Erscheinung W existirt ein Complex U von Be- 
dingungen, der so beschaffen ist, dass, so oft im Laufe der 
Zeiten U eintritt, mit Nothwendigkeit auch W eintritt. Stehen 
eine Erscheinung W und ein Bedingungscomplex U in der eben 
angegebenen Beziehung zu einander, so nennt man U die Ur- 
sache von W oder r- was nur ein anderer Ausdruck für die- 
selbe Sache ist -r- W die Wirkung von U. Das Gesetz vom 
Ursachenbesitze besagt also, dass eine jede Naturerscheinung 
von der Art W, als Wirkung aufgefasst, eine Ursache besitze. 
Und es liegt, da die Vortheile, welche der Entdeckung von 
Zusammenhängen, wie derjenige zwischen U und W einer 
ist, anhaften, auf der Hand liegen, überaus nahe, die Auf- 
suchung solcher Zusammenhänge zu empfehlen ; hieraus entspringt 
dann die Forderur^, wonach man jede Erscheinung von der 
Art W als Wirkung auffassen solle. 

Die erste Bemerkung, welche an diese Recapitulation eines, 
man sollte meinen, allbekannten Sachverhalts, der aber gleich? 
wohl nicht immer mit der nöthigen Präcision beschrieben wird, 
geknüpft werden muss, ist die: das allgemeine Causalgesetz 
besagt bloss, dass jedes Geschehen eine Ursache habe, aber 
kein Sterbenswörtchen darüber, dass auch jedes Geschehen eine 
Wirkung haben müsse, — sonst wäre offenbar auch der Name 
eines Gesetzes vom Ursachen besitze, den wir vorgeschlagen 
haben, kein gerechtfertigter gewesen. Ja, genauer besehen, ent- 
hält dieses Gesetz Elemente, die jenen Umstand, über den es 
stille schweigt, sogar als unwahrscheinlich erscheinen lassen; 
da nämlich^ was man eine Ursache nennt, im Aligemeinen eine 
reeht complicirte Mannigfaltigkeit von Bedingungen ist, so liegt 
es von Vornherein nahe, dass zahlreiche Ereignisse, eben weil 
sie zu geringe derartige Mannigfaltigkeiten darstellen, wirkungs- 
los bleiben müssen. Wenn ich einen Stein auf eine Unterlage 
emporhebe, so habe ich hiemit ein gewisses Quantum von 
„Energie der Lage^ aufgespeichert, das eventuell wieder aus- 
gelöst, d. h. in „Energie der Bewegung^ umgesetzt werden 
kann; der Stein wird unter gewissen Begingungen, z. B. wenn 
ich ihm jene Unterlage entziehe, wieder herabfallen, unterwegs 
etwa dadurch, dass er Luft verdrängt, Arbeit leisten, bei seinem 
Aufprall auf dem Boden Wärmewirkungen erzeugen und so 
den Wellenzug der Ereignisse weithin fortpflanzen. Gewiss 
widerspricht es aber dem Gesetze vom Ursachenbesitze nicht, 
wenn jene auslösenden Bedingungen nicht eintreten ; und doch 
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wäre eine Folge hif von die gewesen, dass es bei der erwähnten 
Ansammlung potentieller Energie sein Bewenden gehabt hätte 
und somit ein Geschehensfaden, dessen mögliche Weiterspinnung 
oben angedeutet wurde, auf ewig abgerissen worden wäre. Und 
in analoger Weise könnten, ohne dass irgendwie das Gesetz 
Tom Ursachenbesitze etwas dawider haben dürfte, alle Causal- 
ketten abschliessen und sämmtliches Geschehen einschlafen, wie 
Dornröschen und seine Umgebung im Märchen. Freilich wird 
es andere, speciellere Naturgesetze geben können und wohl auch 
wirklich geben, welche es verhindern, dass es zur Erstarrung des 
Werdens thatsächlich komme ; nur, dass diese Eventualität nicht 
bereits mit dem allgemeinen Gesetze vom Ursachenbesitze unver- 
träglich sei, sollte hier nachgewiesen werden. Es hat sich hiemit 
vorerst die Meinung, wonach die Unendlichkeit des Geschehens 
nach der Seite der Zukunft hin durch das Gesetz vom 
Ursachenbesitze verbürgt sei — also die eine Hälfte der gegne- 
rischen Ansicht — als irrig herausgestellt. 

Das Gesetz vom Ursachenbesitze vermag aber — und es 
ist dies der Punkt, an dem mein Angriff den intensivsten 
Widerstand zu gewärtigen hat — ebensowenig die Existenz 
eines Anfangs-, als eines Endzustandes der Ereignisse aus- 
zuschliessen. Man mag hinsichtlich der Giltigkeit jenes Ge- 
setzes noch so aprioristischen Ansichten huldigen, so wird man 
nicht leugnen können, dass ohne empirische Bestätigungen, wie 
z. B. der Umstand, dass immer wieder die vordem unbekannten 
Ursachen gewisser Erscheinungen nochmals entdeckt werden, 
eine darstellt, der Glaube an dasselbe auf einem recht geringen 
Niveau verharren müsste. Solche empirische Bestätigungen 
können aber unserem Gesetze offenbar nur innerhalb des 
Gebietes der Veränderungen, da wir selbst nur hier postirt 
sind, zutheil werden ; von dem Sachverhalte, der an den etwaigen, 
a parte ante befindlichen Grenzen dieses Gebiets vorliegt, 
haben wir keinerlei Kunde. Auch kommt die Wissenschaft 
nach allen Seiten hin befriedigend aus, wenn dem in Bede 
stehenden Gesetze die Bedeutung: für jede innerhalb des 
Wechsels der Dinge auftretende Erscheinung eine Ursache zu 
erheischen, beigelegt wird, so dass, falls das Gesetz jenen 
mathematischen Functionen gliche, die wohl für alle Punkte 
eines Argumentintervalles, nicht aber auch für dessen Grenzen 
stetig sind, hiebei jedenfalls der menschliche Forschensdrang 
nicht zu kurz käme. Das Gesetz vom Ursachenbesitze ist also 
keineswegs im Stande, uns zur Leugnung der Möglichkeit einer zeit- 
lich ersten Erscheinung zu berechtigen, Kant sagtgelegentlich:^^) 
„Wenn ihr kein mathematisch Erstes der Zeit nach in der Welt 
annehmt, so habt ihr auch nicht nöthig, ein dynamisch Erstes 
der Causalität nach zu suchen.^ Ein berechtigtes Seitenstück 
zu diesem Satze würde die Erklärung abgeben: Wenn ihr erst 
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ein mathematisch Erstes der Zeit nacn in der Welt annehmt, 
so dürft; und müsst ihr auch ein dynamisch Erstes der Oausalität »^ 

nach annehmen. Die Sache steht also keineswegs so, als ob ; 
das Gesetz yom Ursachenbesitze den Anfang der Veränderungen ^ 
dictiren könnte, sonctem umgekehii; dictirt dieser Anfangszustand, 
wenn es einen gibt, von welchem Punkte an jenes Gesetz zu 
gelten habe; mit anderen Worten: das Gesetz ist nicht eine 
Art Erzeuger der Geschehensreihe, sondern nur eine an diese 
Reihe, als eine gegebene, allererst anknüpfende Beziehung. 
Hiezu kommt nun noch, dass auch dann, wenn difis Geschehen 
einen Anfangszustand hätte, man darum gleichwohl, von irgend 
einem Punkte innerhalb der Zeitreihe aus zurückgehend — wie 
es das Gesetz vom Ursachenbesitze verlangt — in der Angabe 
der Ursachen unbeschränkt bliebe, weil diesfalls die Reihe der 
Ereignisse und diejenige ihrer Ursachen als zu einer und der- 
selben Grenze hin convergirend gedacht werden müssen. Wenn 
nun diese beiden Reihen den Anfangspunkt des Geschehens 
in derselben Weise zur Grenze hätten, wie z. B. die Zahlen- 
folge 1, — , -, ^,- . • "ö^,. . . die Null, so braucht nur immer einem 

Ereignisse, das dem Gliede — dieser Zahlenfolge analog ge- 

Emgni. i,^rinet ,. werden, uid m.. wird ie.b.r jedem 
Ereignisse, liege es dem Uranbeginne des Geschehens auch noch 
so nahe, eine sogar zeitlich ihm vorangehende Ursache zuweisen 
können. Von allem Anderen abgesehen, zeigt schon diese ein- 
fache Betrachtung, dass das Gesetz vom Ursachenbesitze sich 
mit der Endlichkeit ebensowohl, als mit der Unendlichkeit der 
Geschehensreihe abfinden würde. 

Wie hätten wir denn auch zu einem anderen Resultate 
kommen können? Sofern das Gesetz vom Ursachenbesitze ein 
Postulat darstellt des Inhalts: man solle jede zu existiren 
beginnende Erscheinung als Wirkung auffassen, kann es ein Ur- 
theil über die Möglichkeit eines Uranbeginnes der Erscheinungen 
selbstverständlich nicht involviren^ nur in unserem Wissen um 
die absolute Erfüllbarkeit dieses Postulats könnte ein solches 
Urtheil allenfalls involvirt sein; aber das Postulat selbst und 
sei es noch so nachdrücklich gestellt, trägt keine Bürgschaften 
seiner Erfüllbarkeit in sich. Jenes Wissen aber ist gleich- 
bedeutend mit der empirischen Bewährtheit des fraglichen Ge- 
setzes und wir haben bereits gehört, dass diese auf den Uran- 
beginn der Veränderungen sich nicht erstrecken könne. Dieser 
Sachverhalt entspricht nun auch ganz und gar der Unpartei- 
lichkeit, die wir von einem so allgemeinen Gesetze, wie es 
dasjenige des Ursachenbesitzes ist, erwarten dürfen: es wäre 
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sehr auf&llig, wenn durch ein solches Gesetz eine verhältnis- 
mässig so speoiello Beschaffenheit der Welt, als es die zeitliche 
Ausdehnung der Geschehenskette ist^ in entschiedener Weise 
präjttdicirt sein sollte. Die im Vorstehenden bekämpfte Mei* 
nung stellt hierin eine Analogie dar zu der Hilfe, welche seiner-» 
zeit das Princip vom zureichenden Grunde dem Galilei'schen 
Trägheitsgesetze angedeihen lassen wollte : der wohlangebrachte 
Vorwurf; es sei hiebei ein allgemeines Erkenntnisprincip zu 
Gunsten eines zu empirischen Gesetzes gemissbraucht worden, 
trifiFt auch ifti vorliegenden Falle zu. 
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Wir haben bisher die Abatufbarkeit der secundären Qua* 
litäten, ferner das Anzahl- und Ordnungszablmässtge eines 
Inbegriffes und endlich des Baumes und der Zeit untersucht. 
Wir lernten Fälle kennen, in denen die ünbe g renztheit mög * 
li cher Abstufung eVrdent war und F&lJeTln denen sie zweife i- \ ^ 

hatt war; und w^rTrareiTencllicli auch J^ alle an, in den en die 
Äbstufagg über ein en gewissen Punkt Knaus un mögir cETers chien . 
Jlhe JNatur des Inhalts, "so^ sägf^V'^Wif AftU, erlaube es iiicht^ 
dessen Variation nach einer gewissen Richtung ins Beliebige 
fortzusetzen. Wir wollen nun die Schranken, welche hienach 
durch die Natur eines Inhalts oder durch andere Rücksichten 
dem progressiven Triebe gesteckt sein können^ etwas näher 
betrachten. 

Die Natur eines Inhalts verbietet die weitere Abstufung 
ii^end einer seiner Bestimmungen offenbar dann, wenn sich 
hieraus eine Unverträglichkeit mit anderen Bestimmtheiten des* 
selben ergäbe; das Schema eines solchen Falles ist überaus 
einfach. Seien A, B und C drei Constituentien eines Begriffes 
M und lassen wir unter Festhaltung von A und B, C sich ver- 
ändern, so kann es eintreten, dass irgend ein Qrad der Steige- 
rung oder Herabminderung von C in Conflict geräth mit A oder 
mit B oder mit beiden. Um dieses starre Schema schlägt 
die Wirklichkeit mancherlei Arabesken. Abgesehen davon, dass 
die Anzahl der A, B und C eine völlig beliebige ist» können 
dieselben in einem concreten Falle mehr oder minder scharf 
auseinandertreten, mehr oder minder klar uns bewusst sein, 
fiiemit hängt es zusammen, dass auch der Conflict, wie er sich 
zwischen dem variirten C und einem der A, B ergibt, entweder 
ein bloss empfindbarer ist, wie wenn es etwa als mit der Vor- 
stellung abnehmender Tonintensität unvereinbar befunden wird, 
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dass diese Abnahme ins Unbegrenzte fortgehe, oder aber ein 
solcher, der sich noch auf Begriffe bringen lässt; im letzteren 
Falle mag derselbe schon von alters her (als logisches, geometri- 
sches oder anderartiges Axiom) fixirt worden sein. Und es 
mag jener Conflict entweder blos den Charakter jener gelinderen 
und noch nicht eigentlichen Unmöglichkeit an sich tragen, 
welche aus der Verletzung eines empirischen Gesetzes ent- 
springt, oder aber der stärkeren und eigentlichen Unmöglichkeit 
(Unverträglichkeit), welche wie ein böses Gewissen daran mahnt, 
dass man gegen einen evidenten Satz Verstössen habe; als 
ein interessanter Fall von Unverträglichkeit kann sich endlich, 
indem irgend ein unzweideutiger Inhalt sowohl bejaht, als ver- 
neint erscheint, der des logischen Widerspruchs ergeben. 
Erst an dem logischen Widerspruche und an solchen Un- 
verträglichkeiten, die auf ihn zurtlkführbar sind, findet die Art 
geistigen Spieltriebs, welche wir als progressiven Trieb bezeich- 
net haben, eine absolute Schranke ; bis dahin erstreckt sich ein 
weites Gebiet seiner Bethätigung. Wir wollen nun seine Aeusse- 
rangen auf diesem Gebiete ein wenig näher betrachten und 
biebei unser Augenmerk nicht nur auf sein Walten, sondern 
insbesondere auch auf die Weisen seines Gehemmtwerdens richten. 
Eine unerlässliche und im Punkte ihrer Unerlässlichkeit 
selbstverständliche Vorbedingung für die Möglichkeit der Va* 
riation eines Begriffes besteht darin, dass man zuvor ein der 
Abstufung fähiges Bestandstück desselben kennen gelernt habe. 
I Wir wollen ein solches Bestandstück im Anschluss an gewisse 
vj mathematische Vorstellungsweisen einen „Parameter eines Be- 
< j] griffest nennen. Es kann nun einen oder mehrere Parameter 
^ w eines Begriffes aufzufinden unter Umständen eine sehr leichte 
-^ - Aufgabe sein ; dies wird insbesondere dann der Fall sein, wenn 
^V ; .*; i uns die Erfahrung, ohne dass wir uns darum zu bemühen brauch- 
f r v ^/ , ' ten, verschiedene Gegenstände darbietet, die unter jenen Begriff 
• A r '• ' j fallen, und zugleich einen Parameter desselben in verschiedener 
"^1 Abstufung als Merkmal an sich tragen. So wird z. B. Niemand 
/' ^Oi '''^\ verkennen, dass im Begriffe eines Gebäudes dessen Grösse ein 
,^ j Parameter ist; denn die Erfahrung bietet an Hütte, Haas, 
Kaserne, Kirche u. s. w. Gegenstände genug dar, die sich, von 
anderen Gesichtspunkten abgesehen, auch ihrer Grösse nach in 
eine Reihe einordnen lassen. Es kann aber die Auffindung 
eines solchen Parameters auch Sache tiefblickendster analytisch- 
divinatorischer B^abune sein. Es bedürfte einer solchen Be- 
I gabung, um z. B. von dem Begriffe einer Ellipse als der durch 
^ den Schnitt einer Ebene mit einem geraden Kreiskegel erzeugten 
Linie — wobei die Ebene unter gewissen Winkeln zur Basis 
des Kegels verläuft — zu dem etwa durch die einfache analy- 

tische Gleichung : — -|- ^ = 1 bestimmten Begriffe dieser Curve 
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zu gelangen, in welchem die grosse und kleine Axe der Ellipse 
als Parameter auftreten. Die Mechanik birgt eine Fülle von 
Beispielen dieser Art in sich. Wenn man jede Bewegung einea 
starren Körpers zerlegen lernte in die fortschreitende Bewegung 
seines Schwerpunktes und in die drehende, die er um seinen 
Schwerpunkt vollführt, so war dies gleichbedeutend damit, das& 
man im Begriffe der Bewegung eines starren Körpers zwei 
Parameter desselben entdeckte, und diese Entdeckung war eine 
geniale Leistung. Und wenn Du bring, wieder Fall ist, Recht 
hat mit den Worten: y^Die virtuelle, d. h. die mögliche Gre- 
schwindigkeit oder mit anderen Worten diejenige Geschwindig- 
keit, mit welcher die Bfewegun^ im Falle der Störung des 
Gleichgewichts nach Maassgabe der festen und der veränder- 
lichen Verhältnisse des Systemserfolgen würde, ist jener hoch- 
wichtige Begriff, die statischen Beziehungen als Grenzen und 
mithin auch als Consequenzen von Bewegungsrelationen zu 
behandeln. Vermöge dieser Vorstellungsart werden die ruhen- 
den und verborgenen Verhältnisse der Statik genöthigt, in 
sichtbaren Proportionen hervorzutreten und in den Dimen- 
sionen der möglichen Bewegungen und ihrer relativen Ge- 
schwindigkeiten das zu offenbaren, was im Ruhezustande nicht 
unmittelbar anschaulich sein konnte*,^) — so ist bienach die virtu- 
elle Geschwindigkeit ein Parameter im Begriffe der beschriebene» 
dynamischen Verhältnisse : — wer wird daran zweifeln, dass es eines 
durchdringenden Geistes bedurfte, ihn als solchen zu erkennen ? 
Ein Parameter eines Begriffes kann entweder stetig oder 
aber dis er et abstuf bar sein. Auf einer Variation der ersteren 
Art beruht es z. B., wenn wir die Vorstellung der Neigung 
einer Ebene gegen den Horizont (der Grad der Neigung ist der 
Parameter des vorliegenden Falles) durch das charakteristische 
Stadium ihrer Horizontalität hindurch übergehend denken in 
die Vorstellung ihrer Steigung. Wichtigere Beispiele derselben 
Art bietet die Geometrie in Hülle und Fülle dar; von solchen 
abgesehen, die wir ohnehin noch näher kennen lernen werden,^> 
ist gleich der oben angeführte Begriff eines Kegelschnitts so be- 
schaffen, dass mit Variation des in ihm enthaltenen Parameters^ 
als welcher abermals der Winkel, den die schneidende Ebene 
mit der Grundfläche des (Doppel-) Kegels bildet, betrachtet 
werden mag, aus einem Kreise voterst eine Unendlichkeit ver- 
schiedener Ellipsen hervorgehen ; hierauf folgt eine Parabel, 
dann eine Unendlichkeit verschiedener Hyperbeln, dann — bei 
immer nach derselben Richtung erfolgender Variation jenes 
W^inkels — wieder eine Parabel, dann wieder eine Unendlichkeit 
von Ellipsen und letztlich wieder ein Kreis. Als eine Variation 
auf Grund eines discret abstufbaren Parameters erwähne ich 
vorläufig nur die K. E. Bär' sehe Fictioji von Organismen^ 
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die in der Zeiteinheit so und soviel mal mehr oder weniger 
Ehnpfindungen fähig wären, als der Mensch ; auf die anregenden 
Oonsequenzen, die der berühmte Naüirforscher hieraus für das 
Weltbild jener Organismen zieht, kann ich begreiflicher Weise 
nicht eingehen : klai* ist, wie die ganze Fiction daraas entspringt, 
dass man im Begriff eines empfindenden Wesens die Anzahl der 
psychischen Eindrücke, deren dasselbe innerhalb einer gewissen 
Zeit fähig ist, als Parameter ansieht, und ebenso klar, dass 
dieser Parameter (als Anzahl) ein diacret abstufbarer ist. Man 
hat endlich an den Swift 'sehen Reiseromanen zwei Beispiele, 
die einander grösstentheils parallel laufen, und sich von ein- 
.i) ander gerade nur hinsichtlich derjenigen Beschaffenheit ihres 
.) .-V \'l^ *\ Parameters, die uns hier interessirt, unterscheiden; Gulliver' s 

^ Fahrt zu den Bewohnern von Lilliput und zu den Riesen bietet 
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. f ^^ (wie etwa auch der Mikromegas des Voltaire und eine Fülle 
-U^\A/i^^^.| bekannter Märchen) ein Beispiel für die Abstufung eines ste- 
tigen Parameters (der Eörpergrösse) dar, während seine minder 
, , populären Erlebnisse bei den hochgesinnten Pferden (den 
Hauyfanhnms) und ihren menschenähnlichen Hausthieren (den 
/^ , '. Yähus) in ihren Hauptzügen als aus der Variation von Be- 
- •* ^ " / griffen mit discret abstuf barem Parameter hervorgegangen ge- 
dacht werden können, so z. B. in dem innerhalb des Begriffes 
■ "*■ aller Verhältnisse, die zwischen Mensch und Pferd bestehen, 
' . Mensch und Pferd ihre Stelle vertauscht haben. 
. / /f' : Wir betrachten nunmehr eine charakteristische Folge- 
<etscheinung der Abstufung von Begriffsparametern etwas näher. 
Ob nun diese Parameter stetig oder discret abstufbar seien, in 
beiden Fällen tritt es ein, dass bei fortschreitender Abstufung 
; 1^' Stadien erreicht werden, welche sowohl dem Ausgangsstadium, 

als einander sehr unähnlich sind ; — so unähnlich, dass in vielen 
Fällen dieser Art solche Stadien von einander unterschieden 
und durch besondere Namen ausgezeichnet wurden, längst bevor 
man dieselben als Glieder einer und derselben auf Grund jenes 
Parameters angeordneten Reihe erkannt hatte. Ein Beispiel 
hiefUr bietet schon die oben angeführte Mannigfaltigkeit der 
Kegelschnitte. Ein anderes entspringt etwa daraus, dass man 
in einer Ellipse die grosse und kleine Axe (die Gr^^ssen a und 

x^ y^ 
b in der Ellipsengleichung — -+- v^= 1) variiren lässt. Lässt 

man b constant bleiben, während a wächst, so ergeben sich 

vorerst lauter Ellipsen mit verschiedenen Maassverhältnissen, 

! aber keine von so ausgeprägter Eigenthümlichkeit, dass das po- 

Eutäre Denken es für nöthig befunden hätte, sie durch einen 
lamen festzuhalten ; aber man nähert sich hiebei dem nun aller- 
, dings bereits fixirten Falle zweier paralleler Geraden, deren 

Abstand von einander b ist. Lässt man b constant bleiben, 
während a abnimmt, so erhält man Anfangs wieder nur Ellipsen, 
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dann aber die altbekannte Figur des Kreises, und wenn man 
fortflährt, nach derselben Richtung zu variiren, so nähert man 
sich einer in die Richtung von b fallenden Geraden. Analoges 
Würde man erhalten, wenn man a constant und nun b wachsen 
oder abnehmen liesse. Auf ähnliche Weise erhält man aus 
irgend ^er Ereissecante durch Variation ihres Abstandes vom 
Mittelpunkte, nachdem man eine Reihe von Secanten passirt 
hat, die Kreist angente und hierauf eine unendliche Vielheit 
solcher Geraden, die mit dem Kreise gar keinen Punkt mehr 
g^emein haben. Und eben so erhält man, wenn zwei Gerade 
A und B derselben Ebene von einer dritten geschnitten 
werden, und man die Summe der beiden inneren Winkel an 
derselben Seite der Schneidenden variiren lässt, (je nachdem 
diese Summe kleiner als zwei Rechte, gidch zwei Rechten, oder 
grösser als zwei Rechte ist) Geradenpaare A und B, die sich 
auf der einen Seite schneiden, die parallel sind und die 
sich auf der anderen Seite schneiden. Die vorstehenden Bei- 
spiele waren sämmtlich solche von stetig abstufbarem Farar 
meter; dass die Sachlage im Falle discareter Abstufbarkeit des* 
selben ganz eine analoge ist, wird sich aus dem Folgenden 
a fortiori ergeben. 

Hier kann es nämlich allerdings vorkommen, dass keines 
der bei der Abstufung erreichten Stadien vor den übrigen ir- 
gendwie ausgezeichnet ist, — wie z. B. wenn man den Begriff 
eines Vielecks nach seiner Seitenzahl variirt denkt ; nicht dieser 
Fall ist es, der uns hier beschäftigen soll. Wir wollen viel- 
mehr zusehen, wie durch Variation eines Parameters unter 
Festhaltung der übrigen Bestandstücke des Begriffes ein neuer 
und eigenartiger Begriff' erreicht wird. Hiebei waltet das Be- 
streben die Continuität mit dem früheren Begriffe /zu wahr^ 
«in Bestreben, welches sich unter Anderem auch darin kund- 
gibt^ dass für den neuen Begriff der Name des alten verwendet 
wird. Wir wollen, bevor wir weitergehen, an einem Beispiele 
zeigen, wie diese Ausführungen gemeint isind, und betrachten 
zu diesem Behufe die mittelalterliche Phrase: Eig^ithum sei 
Sonnenlehen. Im Begriffe des Lehens kommt als discret abstuf- 
barer Parameter der Umstand vor, von wem das Lehen ver- 
liehen ist: also von einem Grafen, Fürsten, Herzog, König u. s. w. 
Dieser Parameter wird nun derart variirt, dass als Verleiher 
letztlich die „Sonne" — gemeint ist: Gott selbst — auftritt. 
Unter den so erweiterten Begriff des Lehens — als blos er- 
erweitert soll derselbe angesehen werden, denn der Name „Lehen" 
wird beibehalten — fügt sich nun auch derjenige des Eigen- 
thums, das ursprünglich nur als Verneinung, nicht als Unter- 
art des Lehens erscheinen konnte. Darin eben liegt das Witzige 
jenes Ausspruchs, dass einem Prädics^e ein Subject subsummirt 
wird, welches vordem als demselben xax' ijo^v unsubsummirbar 
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schien aufgefasst werden zutmüsBen. Und es ist dieses Witzige 
geradezu dadurch bedingt, dass von einem Begriffe zum anderen . 
kein stetiger Uebergang, auf den unser Geist sonst gefasst wärCi 
sondern ein discreter stattfinde : die tiberraschende Plötzlichkeit 
des Ueberganges wirkt gefkllig. Die durch Variation des ange- 
führten Parameters erzeugte Reihe von Begriffen besteht nicht 
aus unendlich vielen, sondern nur aus einer endlichen und zwar 
sehr kleinen Zahl von Gliedern; von diesen sind vollends blos 
zwei, ein allgemeines Glied, das alle frilheren umfasst und das 
Endglied der Reihe (irgend ein eigentliches Lehen und Sonnen- 
lehen) namhaft gemacht und beliebig viele Glieder von der Form: 
,,Lehen mit dem, jenem, einem dritten u. s. w. Verleiher*^ in 
jenem allgemeinen Gliede stillschweigend vorausgesetzt. Im 
Uebrigen ist dieser Fall eines discret abstufbaren Parameters 
den Beispielen eines stetigen Parameters so analog, wie nur 
möglich. Fassen wir — womit zugleich ein neues Beispiel der 
früheren Kategorie angegeben wird, als Parameter des Begriffes 
„Ellipse" die Entfernung ihrer Brennpunkte auf, so entspricht 
dem im Begriffe „Lehen" die Person des Lehensverleihers; der 
erstere Parameter ist, als stetig abstufbar, eines unendlichen 
Inbegriffes von Werthen fähig, der letztere ist nur einiger 
weniger Werthe überhaupt fähig und nimmt actuell nur zwei 
an; nimmt bei der Ellipse der Parameter den Werth Null an, 
so entsteht als ein auffälliger Typus der Begriff „Ej-eis," im 
analogen Falle bei Begriffe „Lehen" der Begriff Sonnenlehen, 
d. i. Eigenthum ; dort wurde hiemit das Urtheil möglich : «der 
Kreis ist eine Ellipse," hier das gleichsinnige: „Eigenthum ist 
Sonnenlehen" u. s. w. 

Ein ähnliches „Umschlagen" eines Begriffes, aber nur das 
harmlose vermöge der Variation eines seiner Parameter, liegt 
noch zahlreichen anderen Bonmots zu Grunde, die demnach 
auch analog, wie das eben behandelte, zu analysiren wären. 
Hieher gehört, um nur einiges zu erwähnen, die Anrede eines 
Schmeichlers an einen Herrscher: „Vous €tes la meilleure r^pu- 
blique," welche an die deutsche Wendung von der „Republik 
' mit dem Grossherzog an der Spitze" erinnert; hieher die Redens- 
art: „Jeder ist sich selbst der Nächste" oder auch: ich bin 
.mein nächster Anverwandter." Ebenso sind die Ausdrücke 
aufzufassen : „Einem Etwas auf ewige Zeit (ad graecas calendas) 
leihen," was gleichbedeutend ist mit schenken oder: „Etwas um 
den Preis Null kaufen," was gleichbedeutend ist mit geschenkt 
erhalten, wobei zu bemerken ist, dass die hier vorkommenden 
Parameter wieder unendlich vieler Abstufungen fähig sind. Das 
Wort der Grillparzer' sehen Sappho : „Und Leben ist ja doch 
des Lebens höchster Zweck", das eines Oppositionsredners von 
einer „regierten Regierung" ; die Wendungen : • „sein eigener 
Herr sein", das „Recht des Stärkeren", wohl auch die „Pflich- 
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ten gegen sieb selb&t^ und der im römischen Recht Torkommende 
Begriff des „pro possessione possidere^ gehören hieher. Viele 
Piquanterien eines verfeinerten Stils verdanken ihre Wirk* 
samkeit der hier beschriebenen Beziehung zwischen Begriffen ^ 
60 z. B. die Definition des Simonides: Mj^lsrgji^sei^^tumme 
Poesie, die ähnliche SchlegeTs: Architektur sei gelrorno 
j tfüwfejr die Erklärung E. Dubois-Reymond's: k§ltß.JWa- 
Bchungen und Bäder seien Turnen der glatten Hautmuskeln« 
Und^es ist nur ein Schritt, der uns Von hTer zu zahlreichen, 
bereits minder auffälligen Metaphern hinüberführt: wie w^on 
der Apostel Beschneidung des Herzens predigt, wenn Wal- 
ther von der Vogelweide den Schlüssel zu einem Herzen 
verloren sein lässt, wenn ein neuerer Lyriker von Verpfändung 
des Herzens spricht u. dgl. m. 

Bei Bearbeitung der Logik ist man seit geraumer Zeit 
darauf aufmerksam geworden^), dasa es Prädicate gibt, welche 
ihr Subject nicht so sehr bestimmen, als vielmehr .modificiren^, 
„berichtigen^ : ein todter Mensch ist eigentlich kein Mensch mehr 
und gemalte Blumen sind nicht eine Art von Blumen, sondern von 
Gemälden. Diese Bemerkung trifft Erscheinungen, welche den 
oben erörterten, wie man leicht einsieht, nahe verwandt sind. 
Haben wir nun in beiderlei Erscheinungen Variationen von 
Begriffen vor uns, und, wie wir an Beispielen gesehen haben, 
Variationen^ welche so weit gehen können, dasa der neue Be- 
griff selbst den conträren Gegensatz des alten darstellt, so muss 
es doch hier wie dort gelten, dass diese beiden Begriffe ein- 
ander in charakteristischer Weise ähnlich sind: sonst würde 
man hier nicht von einer blossen Modification oder Berichti- 
gung sprechen und es würde dort nicht dem neuen Begriffe der 
Name des alten beigelegt werden. Und umgekehrt muss der 
Unterschied zwischen den beiden Begriffen gross genug sein, 
damit es nicht als crasser Widerspruch empfunden werde, wenn 
von dem einen etwas ganz Anderes ausgesagt wird, als von dem 
anderen. Der erstere Umstand ist wesentlich dafOr, dass Bede- 
wendungen, wie die angefilhrten, interessant seien, der letztere 
dafür, dass ihnen überhaupt ein Sinn unterlegt werden könne. Wenn 
der Profet dfert, es sehe Jemand ohne zu sehen und er höre ohne 
zu hören, so ist hier das Sehen an erster Stelle nicht dasselbe, 
wie das Sehen an zweiter Stelle, sonst läge ein unversöhnli- 
cher Widerspruch vor ; und zugleich muss, was hier beide Male 
unter Sehen gemeint ist, einander in erheblicher Weise ähnlich 
sein, sonst verlöre der Spruch sein Salz. Ebenso verhält ea 
sieb, wenn ich sage, es sei mein Beru£ keinen Beruf zu haben, 
oder : es sei die bequemste Art Etwas zu erklären, es gar nicht 
VI erklären. Auch dann also, wenn die Variation eines Be- 
griffes so weit getrieben worden ist, dass dem Wortlaute nach 
^in Widerspruch vorzuliegen scheinl^ darf dies in Wirklichkeit 

Kerry, System einer Theorie der Orenebegriffe. 8 



)u'' 



nicht der Fall sein ; es mnss möglich bleiben, dass bei welcher 
Variationsstnfe man a'uch angelangt sei, unter den variirten 
Begriff noch etwas falle. Um auf ein früheres Beispiel zurück- 
Eugreifen : ein Leihen ad graecas calendas ist zwar kein Leihen 
mehr, aber es ist doch etwas, nemlich ein Schenken und Schen- 
kungen gibt es. Wäre bei einer Begriffsvariation irgend ein- 
mal jener „vollkommene** Widerspruch erreicht, der für Weise 
und für Thoren gleich geheimnisvoll bleibt, so '^ürde dies 
keine annehmbare Variationsstufe mehr repräsentiren : von einem 
hölzernen Eisen zu sprechen dünkt Niemanden witzig. Und es 
bildet einen verhängnisvollen Einwand gegen den Begriff des 
Proklus von einem dvattfcoc dtttov, gegen die ^causa sui" des 
Spinoza und gegen Kant's „intellectuelle Anschauung^ (eine 
Spontaneität des Greistes, die so gewaltig wäre, dass sie sich 
alles Mannigfaltige der Anschauung selbstthätig beistellte), wenn 
man diese Conceptionen als Widersprüche von der oben er- 
wähnten „Vollkommenheit ** bezeichnet*). 

Ich muss, wenn ich in diesem Stile fortfahre, befürchten, 
es werde in dem Leser die Meinung aufkeimen, dass die be- 
schriebenen Begriffsvariationen hauptsächlich spielerischen 
Zwecken dienten und somit, an Bedeutung etwa den Carri- 
caturen gleichkämen, oder auch jenen mit wenig Strichen 
bewerkstelligten Uebergängen vom Lineal zum Lieutenant, vom 
schäumenden Bierkrügel zum Capuziner, vom Federmesser zum 
Gelehrten, wie wir sie in unseren Witzblättern häufig dar- 
gestellt finden. Es ist daher an der Zeit, ernstere Aufgaben 
anzugeben, für deren Lösung die Begriffsvariation von Wichtig- 
keit ist. 
) Wir haben bereits an den ersten Beispielen einen Zweck 

' gesehen, welchen man durch Variation eines Parameters in 

einem Begriff erreicht. Wir erhalten vermöge dieser Variation 
eine bestimmte Anordnung der Begriffsgegenstände, welche ge- 
eignet ist, uns eine genaue Uebersicht über dieselben zu ver- 
mitteln und unsere Aufmerksamkeit auf einzelne ausgezeichnete 
unter ihnen zu lenken, wie dies z. B. aus den obigen Er- 
örterungen ersichtlich ist, welche sich auf den Begriff der 
Ellipse beziehen. Auch dürfte schon u. z. insbesondere aus den 
letzten Beispielen klar geworden sein, wie bei diesem Durch- 
laufen der Gegenstände eines Begriffs an der Hand eines 
Parameters der Variation dieses Begriffsparameters Schranken 
gesetzt sind, über welche hinaus die Variation des Parameters 
nicht fortgesetzt werden darf — Schranken, welche überschritten 
uns in einen Widerspruch zu unserem Begriff bringen würden. 
Dieser Umstand ist von besonderer Wichtigkeit. Denn soll 
dem Progressivtrieb Rechnung getragen und die Variation über 
die angegebenen Schranken hinaus fortgesetzt werden, so bleibt, 
wenn ein Widerspruch vermieden werden soll, nichts übrig als 
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den zu Grunde liegenden Begriff abzuändern, ihn in passender 
Weise zu erweitern. So gibt die Variation eines Begriff s 
nach innen , d. i. das JJur cbiauien des tse griffsum&ngs n ach 
ctem äesetze eTneS PuraüieTers, den Än"slösrzü einer Variation 
di^ese's' Begriffs IT än5%* aussen^ a. i. zu einer solchen Er- 
weiterUDg des Begriffes, dass jener Parameter ionerhalb des 
neuen, erweiterten Begriffs einen grösseren Spielraum besitzt 
als innerhAb des alten. 

Wie gross die Rolle ist, welche die Begriffsvariation 
bei der Schaffung von neuen Begriffen auf allen Gebieten 
des menschlichen Denkens spielt, wird wohl schon hinrei- 
chend deutlich hervortreten, wenn wir uns begnügen, genauer 
zuzusehen, welches die Bolle ist, welche die Begriffsvariation 
bei der Schaffung der wichtigsten von unseren heutigen 
Begriffen in der Mathematik und Geometrie thatsächlich ge- 
spielt hat. 

Die Geschichte der Mathematik zeigt, wie man von den 
Anzahlen (den absoluten ganzen Zahlen) successive zu den 
gebrochenen, den negativen, den irrationalen und den ima- 
ginären Zahlen durch Begriffsvariation gelangt ist. Betrachten 
wir etwas genauer, wie der Begriff der negativen ganzen Zahlen 
sich aus dem der Anzahlen entwickelt. Sind a und b irgend 
zwei Anzahlen, daun ist auch der Begriff der „Zahl, welche 
zur Zahl a addirt die Zahl b liefert^ oder anders ausgesprochen, 
der Begriff der „Zahl, welche die Gleichung a -|-x = b löst,** 
eine völlig bestimmter. Man erkennt, dass die Beträge der 
Zahlen a und b als Parameter dieses Begriffes aufgefasst werden 
können. Stehen wir nun noch auf dem Standpunkt, dass für 
uns der Begriff ^Zahl^ mit jenem der absoluten ganzen Zahl 
zusammenfällt (d. h. auf dem Standpunkt der Mathematik vor 
Einführung der negativen, gebrochenen Zahlen etc.) so sind 
durch die Natur unseres Begriffes „Zahl, welche die Gleichung 
a -j- X s=r b löst" den Begriffsparametern a und b Schranken 
gesetzt. Es muss (falls auch die Null noch nicht als Zahl ein- 
geführt ist) b >- a sein, wenn unser Begriff nicht ein wider- 
spruchsvoller sein soll. Die Variation unseres Begriffes nach 
innen stösst auf eine Schranke und diese bleibt unübersteiglich, 
insolange als nicht eine Variation unseres Begriffes nach aussen 
vorgenommen wird. Diese Variation des Begriffes der „Zahl, 
welche die Gleichung a-|-x=b löst," nach aussen wird nun 
in der Regel ^) so vorgenommen, dass man den Bestandtheil 
„Zahl" in diesem Begriffe in gewisser Weise abändert, nämlich 
den Zahlbegriff so erweitert, dass er mit dem Begriff der 
^ganzen (positiven oder negativen) Zahl^ übereinkommt. In 
dieser Weise ist die Variation unseres Begriffes nach innen der 
Anlass gewesen für eine für die Wissenschaft höchst bedeutungs- 
volle Variation des Zahlbegriffs nach aussen. 

8* 
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Bei der Einftthmng der gebrochenen irrationalen, com- 
plexen Zahlen in die Wissenschaft tritt ^egen die oben erör- 
terte Einführung der negativen ganzen Zahlen kein neues prin* 
oipielles Moment hervor. In aUen dies^i Fällen ist es der Be- 
ffriff der Lösung gewisser Gleichungen, in welchen die vor- 
kommenden Zahlen als Parameter angesehen werden können, 
welcher zur Erweiterung des Zahlbegriffs den Änstoss gibt, 
in allen Fällen geschieht diese Erweiterung zunächst zu 
dein Zweck, um den Parametern in dem Begriff der Lösung 
der betreffenden Gleichung einen grösseren Spielraum zu ver* 
{schaffen. 

Nicht bloB der Begriff der Zahl allein, der der Mathe« 
matik zu Grunde liegt, sondern auch andere für diese Wissen- 
schaft wichtige Begriffb z. B. der Functionsbegriff ^), haben ihre 
Geschichte und diese Geschichte ist immer ein Beitrag zur 
Theorie der Begriffsvariation. 

Sehr bemerkenswerthe Fälle von Begriffiserweiterung bieten 
auch gewisse Conceptionen der neueren Geometrie dar, deren 
erste übrigens schon mehr als zwei Jahrhunderte alt ist und von 
D e s'ar gue s ^) herrührt. Bereits an dieser, der Conception des un* 
endlich fernen Punktes, lässt sich alles für unsere Zwecke We- 
sentliche einsehen. Hat man in einer Ebene eine Gerade G 
und einen ausserhalb derselben liegenden Punkt a, so lassen sich 
durch a gerade Linien g^, g2) gs» u. s. w. ziehen, deren jede G in 
einem Punkte %, ag, ag, u. s. w. trifft, wobei a^ dem a femer 
liegt als ai, ebenso a, femer als a, u. s. w. Man bemerkt 
ohneweiters, dass sich unter den durch a gezogenen geraden 
Linien auch jene — nennen wir sie g(i> -— befinden wird, welche 
man seit jeher als die durch a gehende Parallele zur Geraden 
G bezeichnet hat. Der antiken Definition des Parallelismus 
gemäss gibt es nun keinen Punkt ao, in dem gio die Gerade 
G trifft. Wenn man aber berücksichtigt, dass die Durchschnitts- 
punkte zweier Geraden gn und gn + i mit G umso weiter auf 
G hinausrücken, je näher ga rmd gn+i der Lage von ga> 
kommen, so liegt es nahe, gco als* mit den Übrigen Linien von 
der Art g auch darin gleichartig aufzufassen, dass man einen 
Durchschnittspnnkt aco von g» mit G fingirt, der nun freilich, 
da alle im Endlichen gelegenen Punkte von G bereits an die 
Linien g„ g,, g, u. s. w. mit Ausschluss von gm, d. h. an die 
nicht- panJlelen g's vergeben sind, als ein „unendlich ferner^ 
oder auch als ein uneigentlicher Punkt von G zu bezeichnen 
sein wird. Es erscheint femer, da die Anregung zu dieser 
Conception aus dem Bedürfnisse entsprang, jeder Linie g einen 
Punkt von G gegenseitig-eindeutig zuzuordnen und man es nur 
mit einer Parallelen g» zu thun luit, durch den Sinn dee ganzen 
Vorhabens geboten, der Geraden G nicht zwei, sondern nur 
Einen unendlich fernen Punkt zuzuschreiben. 
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Besitzt bienach jede beliebige Gerade des Baumes einen 
unendlich fernen Punkt, so kann man durch ganz analoge Be- 
trachtungen zu dem Po ncele tischen Begriffe der unendlich 
fernen Geraden gelangen. Man braucht nur durch einen Punkt a 
ausserhalb einer Ebene E die anderen Ebenen £i , E^, Es u. s. w. 
zu legen, welche E in den Geraden mi, mg, mg u. s. w. schneiden, 
und erhält dann jene unendlich ferne Gerade als Schnittgerade 
der Ebene E mit der durch a gehenden und zu E parallelen 
Ebene Eu). Es besitzt daher jede Ebene eine unendlich ferne 
Gerade und sie besitzt nur Eine aus demselben Grunde, aus 
welchem eine Gerade nur Einen unendlich fernen Punkt be» 
sass. Die unendlich ferne Gerade einer Ebene ist zugleich als 
der geometrische Ort aller unendlich fernen Punkte jener Ge- 
raden aufzufassen, welche auf der Ebene liegen. 

Es lässt sich endlich begründen, dass der ganze Baum eine 
und nur Eine unendlich ferne Ebene besitzt. Diese erweist 
«ich als der geometrische Ort aller unendlich fernen Punkte 
filier Geraden des Baumes und aller unendlich fernen Geraden 
aller Ebenen des Baumes. 

Dies sind die Grundzüge der sogenannten „perspectiven 
Baumansicht. ^ Fragt man nun nach der Zweckmässigkeit und 
nach der Berechtigung der sie constituirenden Begriffe des un- 
endlich fernen Punktes der unendlich fernen Geraden und der 
unendlich fernen Ebene, so könnte man sich in der ersteren 
Hinsicht füglich auf den gesunden Sinn der Geometer ver^ 
lassen, denen man es, sowenig .wie anderen Menschenkindern 
zutrauen darf, dass sie, zumal auf einem Gebiete, auf dem 
keine Nebeninteressen winken, schwierige Begriffe nutzlos aus- 
spinnen werden: ein solches Verfahren, durch geraume Zeit 
fortgesetzt, würde dem Principe des kleinsten Kraftaufwandes, 
das hier in einem seiner SpecialfilUe als Princip einer wohl- 
angebrachten Bequemlichkeit sich geltend machen müsste, so sehr 
zuwiderlaufen, dass die Annahme desselben eine starke Präsumption 
gegen sich hat. Es ist nun in der That leicht einzusehen, dass 
schon die Möglichkeit: eine Fülle von Sätzen von lästigen Aus- 
nahmen zu befreien, denen sie sonst unterliegen würden, oder 
was dasselbe sagen will, solche Sätze in einer grösseren All- 
gemeinheit, als sie sonst stattfinden könnte, geltend in machen, 
einen unleugbaren Vortheil der in Bede stehenden Oonceptionen 
ausmacht. Müsste man sonst sagen, dass zwei Gerade, die auf 
derselben Ebene liegen, einander entweder schneiden oder parallel 
seien, so f^Ut nunmehr das eine Glied dieser Alternative hinweg, 
wenn man auch den Parallelismus als ein Sich-Scheiden der 
Geraden (in jenem unendlich fernen Punkte, den wir oben be- 
trachtet haben) aufhssen darf. Dieser auf der Oberfläche liegende 
Vortheil wird aber noch weit überboten durch einen anderen, 
der darin besteht, dass sämmtliebe Sätze über jene grosse 
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Classe Ton Eigenschaften geometrischer Gebilde, die man 
„descriptive^ oder auch „nur auf die Lage bezügliche^ Eigen- 
schaften nennt, unempfindlich dagegen sind, ob die in ihnen 
erwähnten Punkte, geraden Linien u. s. w, im Endlichen liegen 
oder aber jene unendlich fernen Punkte, geraden Linien u. s. w. 
sind, deren Bedeutung oben erörtert wurde. Eine Folge hie- 
ven ist, dass in allen jenen Fällen, in denen ein Satz fftr die 
unendlich fernen Punkte, Geraden u. s. w. erheblich leichter 
aufzufinden und einzusehen ist, als für die analogen im End- 
lichen gelegenen Punkte, Geraden u. s. w. hieraus für diese 
ohneweiters eine Nutzanwendung gezogen werden kann und 
umgekehrt; und da die hienach einander entsprechenden Sätze 
eine sehr verschiedene Physiognomie besitzen, je nachdem ob 
sie von den im Endlichen befindlichen oder von den unendlich 
fernen Gebilden handeln, -^ so verschieden, dass sie von den 
Beziehungen abgesehen, welche eben nur die perspective Raum- 
ansicht schafft, unfraglich als anderartige angesehen würden — 
so vermag immer je einer dieser Sätze einen schätzbaren 
Fingerzeig auf einen oder mehrere andere, die aus ihm corol- 
larisch abfliessen, abzugeben. Um eine gesättigtere Vorstellung 
davon zu bekommen, wie fruchtbar sich die Methode der hier 
angedeuteten Verallgemeinerung erwiesen hat, muss man freilich 
ihr Walten bei concreten Gelegenheiten verfolgen.®) 

Es bleibt nur noch die Frage, ob die perspective Raum- 
ansieht von ihrer Zweckmässigkeit abgesehen, auch eine in 
logischer Beziehung zulässige „Ansicht*^ sei. Man hat geeifert 
gegen „die Phrasen von Parallelen, die sich in unendlicher 
Entfernung schneiden sollen; sie schneiden sich in keiner end- 
lichen Entfernung, und da jede Entfernung, wenn man sie 
erreicht dächte, wieder eine endliche sein würde, so thun sie 
es überhaupt in keiner; ganz unzulässig aber (sei) die Ver- 
kehrung dieser Verneinung in die positive Behauptung, 
im Unendlichen gebe es einen Ort, wo ihr Durch- 
schnitt stattfände. ** Es wird zugestanden, dass ^im Zu- 
sammenhange der Rechnung (?) Bezeichnungsweisen, welche 
auf ähnlichen Voraussetzungen beruhen, ihre guten Dienste 
innerhalb gewisser Grenzen leisten können;' dann aber zurecht- 
weisend bemerkt: „umso verdienstlicher würde eine genaue 
Untersuchung darüber sein, in welchem Umfange man ach ihrer 
in jedem Falle bedienen darf, ohne durch pomphaften Calcttl 
vollständigen Widersinn zu empfehlen*).* 

Die hier erheischte ^verdienstliche Untersuchung^ kann mit 
einer einzigen Bemerkung erledigt werden. Man darf von den 
unendlich fernen Punkten, Geraden u. s. w. als Punkten, Ge- 
raden u. s. w. allerdings nicht früher sprechen, als bis geseilt 
ist, dass von ihnen alle jene geometrischen und das Mass nicht 
' betreffenden Axiome gelten, welche von den eigentlichen Punkten 
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und Geraden gelten: man liefe sonst Gefahr^ sich an vielen 
Stellen in Widersprüche zu verwickeln. Die Sache liegt hier 
ebenso^ wie wenn man den Satz, dass eine Gleichung soviel 
Lösungen besitze, als ihr Grad beträgt, dadurch für alle Fälle 
aufrecht erhält, dass man irrationale und coroplexe Zahlen als 
Xiösungen zulässt. Das blosse Interesse an der Aufirecht- 
erhaltung jenes Satzes reicht nicht hin, die Einführung dieser 
Zahlen zu begründen und es muss der Umstand, dass sich hin* 
sichtlich derselben das Princip von der Permanenz der formalen 
Gesetze wahren lässt, d. h. dass sich mit den neuen Zahlen 
nach nahezu denselben Grundsätzen rechnen lässt, wie mit den 
alten, rechtfertigend hinzutreten. So muss auch im vorliegenden 
Falle zu den Erwägungen, welche die Zweckmässigkeit der 

Jerspectiven Baumansicht betrafen, die Erhärtung derselben an 
en altbewährten Grundgesetzen der Geometrie, den Axiomen 
in der oben beigebrachten Beschränkung hinzutreten. Hat aber 
diese Probe einmal stattgefunden und nimmt man hinzu, dass 
-die positive Behauptung^, es gebe z. B. einen unendlich fernen 
Punkt gar nichts Anderes bedeutet, als dass es zwei Parallele 
gebe, so dass auch die Eealität des Begriffes eines unendlich 
fernen Punktes in dem Sinne, der hier aliein in Betracht 
kommt, gesichert erscheint, so verbürgt nun auch umgekehrt 
die logische Bauart der Geometiie insofern in dieser von 
jedem Gebilde nur soviel benützt wird, als in dessen Defini- 
tion und in die auf dasselbe bezüglichen Axiome eingeht, 
dass man sich der Bede stehenden Begriffe im weitesten Um- 
fange und in jedem Falle bedienen dürfe, ohne befürchten zu 
müssen, „durch pomphaften Calcül vollständigen Widersinn zu 
empfehlen." 

Ganz analoge Bemerkungen, wie über Zweckmässigkeit und 
Berechtigung der perspectiven Raumansicht, Hesse sich über eine 
Serie anderer Begriffe machen, auf welche die analytische 
Behandlung der Geometrie geführt hat, Ist z. B. das allge- 
meine Problem vorgelegt, die Punkte aufzufinden, in denen sich 
zwei derselben Ebene angehörige Kreise schneiden, so liefert 
die analytische Behandluilg dieser Aufgabe immer eine qua- 
dratische Gleichung, deren Lösungen je nach dem sipeciellen 
Charakter der Gleichung entweder beide reell und verschieden 
oder beide reell und einander gleich oder endlich beide ima- 
ginär sein können. Dem ersten Fall entspricht das eigentliche 
Sich-Schneiden der Kreise in zwei eigentlichen Punkten, dem 
zweiten ihre Berührung in zwei „zusammenfallenden^ Punkten, 
dem dritten jene Lage der Kreise, wobei dieselben keinen Punkt 
mit^nander gemein haben, sondern ganz auseinander fallen. 
Man spricht nun auch in diesem dritten Falle von Schnitt* 
punkten und zwar imaginären Schnittpunkten der beiden 
Kreise und erweitert hiemit den Begriff eines Punktes auf ana- 
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löge Weise, wie man den Zahlbegriff erweiterte, als man von 
den reellen Zahlen zu den complexen überging. Indem man 
dann aus diesen imaginären Punkten, wie aus reellen alle mög- 
lichen anderen geometrischen Grebilde hervorgehend denkt, 
kommt man zu imaginären G-eraden, imaginären Ebenen u. s. w. 
Wieder lässt sich die Zweckmässigkeit dieser Conceptionen be- 
hufs der Vereinfachung vieler Sätze und der Entdeckung neuer 
Beziehungen^®) einsehen, sowie sich, insbesondere nachdem den 
imaginären Gebilden ein geometrischer Sinn untergelegt ist, den 
darzustellen mich zu weit ftlhren würde**), fernerhin zeigen 
lässt, dass dieselben den Axiomen der Geometrie ebenso ge- 
horchen, wie die früher erwähnten Begriffe der perspectiven 
Baumansicht. 

Ich schreite fort zur Erwähnung eines weit bekannteren, 
aber auch vielumkämpften Falles von Variation eines Begriffes, 
indem ich hier kurz an die metageometrischen Bemühungen 
unseres Jahrhunderts erinnere. Der Umstand, dass der Geo- 
metrie, wie sie etwa in der Euklidischen Fassung vorliegt^ 
eine Mehrheit unmittelbar evidenter Sätze zu Grunde gelegt 
werden muss, die man längst unter dem Namen der geome* 
trischen Axiome kennt, legte von vornherein die Frage nahe, 
was denn wohl der Erfolg des Verzichts auf eines dieser Axiome 
sein mochte? Wohl war es selbstverständlich, dass man in diesem 
Falle nicht die Geometrie in ihrer ganzen früheren Ausdehnung 
würde aufbauen können, da ja sonst das fallengelassene Axiom 
überhaupt kein unnentbehrliches und insofern echtes Fundament 
derselben dargestellt hätte; aber es war nicht ebenso durch- 
sichtig, wie weit man ohne dieses Axiom kommen könne, d..h. 
welche Lehrsätze der Geometrie, als von demselben unabhängig, 
auch nach Beseitigung desselben bestehen bleiben würden. Dass 
eine solche Absonderung überhaupt stattfinden könne, indem nicht 

{'oder Lehrsatz der Geometrie auf allen Axiomen derselben beruht, 
latte man längst erkannt und die Rücksicht hierauf hat u. A. 
auch die Disposition des Eudklid'schen Systems bestimmt: mit 
offenbarer Absichtlich keit hat der grosse Geometer des Alter- 
thums alle jene ^28) Sätze, die von seinem berühmten elften 
Axiome unabhängig sind, allen übrigen vorangestellt. Und es liegt 
hierin zugleich eine Hindeutung enthalten auf dasjenige Axiom, 
mit dessen versuchsweiser Auswerfung die metageometrischen 
Untersuchungen beginnen sollten; In der That war dem elften 
Axiome schon im Alterthume nicht die gleiche unmittelbare 
Evidenz, wie den übrigen Axiomen zuerkannt worden; die Ver- 
suche dasselbe zu beweisen, d. h. es nur als mittelbar evident 
erscheinen zu lassen, wollten kein Ende nehmen und noch 
Gauss, der doch von der Fruchtlosigkeit dieser Unternehmungen 
Qbei*zeugt war, musste sich mit der Zorückweisung einer «oloheni 
die vor seinem Freunde Schuhmacher herrührte, zu schaffim 
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machen. Der Umstand, dass hienach die Evidenz des elfteü 
als derjenigen der übrigen Axiome nachstehend beuipfcheilt wurde, 
trug erheblich dazu bei, hinsichtlich seiner zu metageometrischen 
Betrachtungen anzuregen. 

Der Weg, den die Metageometrie nach der hiemit ein- 
geschlagenen Richtung genommen hat, ist in seinen haupt- 
sächlichsten Etappen, wie sie durch die Namen Gauss, Loba- 
tschewsky, die beiden Bolyai's, Riemann, Helmholtz, 
Beltrami und F. Klein gekennzeichnet sind, durch zahl- 
reiche Darstellungen der letzten Jahrzehnte so bekannt ge- 
worden, dass ich mir es erlassen darf, ihn auch an dieser Stelle 
zu yerfolgen. Nur dass ausser dieser Richtung und sachlich von 
ihr unabhängig noch andere Richtungen der Metageometrie exi- 
stiren und cultivirt worden sind, muss hier erwähnt werden. 
Eine derselben, von H. Grassmann und Riemanninangurirt, 
verzichtet auf das Axiom von der Dreidimensionalität") 
des Raumes und sieht zu, was für Consequenzen sich daraus er- 
geben, dass man die Dimensioneiizahl der in Betracht gezogenen 
^Räume** variirt. Und eine dritte verzichtet in analoger Weise 
auf die Stetigkeit des Raumes"). 

Es lässt sich nicht leugnen, dass unter den Vertretern 
metageometrischer Untersuchungen, Manche gestlndigt haben, 
indem sie eine allzu grosse Geneigtheit bekundeten, die doch 
nur hypothetischen Ausgangspunkt ihrer Deductionen auf die 
Wirklichkeit zu tibertragen. Sie musterten den Raum, in dem 
sich der naiven Metaphysik gemäss unabhängig von empfindenden 
Subjecten bunte Dinge befinden und Ereignisse rauschend ab- 
spielen ; den Raum, in den auch die moderne Physik wenigstens 
jene abgeblassten Dinge und stummen Ereignisse hineinversetzt, 
von denen sie annimmt, dass sie als Reize erst in empfindenden 
Subjecten eine farbige und tönende Welt wachrufen; den uns 
so vertrauten Raum, der überdies mit unserem Phantasieraume 
genau übereinstimmt; — sie musterten diesen Raum argwöhnisch 
darauf hin, ob er, den man bis dahin für gut Euklidisch ge* 
halten hatte, nicht doch vielleicht Anwandlungen besitze, welche 
den Resultaten der Metageometrie alsbald eine praktisch phy- 
sikalische Anwendbarkeit verschafft hätten. Diese Haltung fand 
heftige Gegner, welche ein Misstrauen der beschriebenen Art 
nicht nur darum für völlig unzeitgemäss erklärten, weil bisher 
nirgends ein ernst zu nehmender Anlass vorliege, bei physi- 
kalischen Erklärungsversuchen auch den Raumcharakter an- 
zurühren, sondern hieHiber weit hinausgehend den Euklidischen 
Raum als den einzig möglichen „unparteiischen Hintergrund^ 
alles Geschehens ein für allemal in Permanenz erklärten. 

Durch die ziemlich lebhafte Fehde, die hierüber entbrannt 
ist, die aber eigentlich nur die Anwendbarkeit der metageöine* 
irischen Untersuchungen auf die Physik im weitesten Sinnb 
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dieses Wortes betraf, wurde die Frage nach Bedeutung und 
Berechtigung dieser Untersuchungen selbst so sehr in den Hinter- 
grund gedrängt, dass es mir doppelt lieb erscheinen muss, durch 
den Zusammenhang meiner Betrachtungen zu einer nachdrückli- 
chen Stellung gerade dieser Frage gegenüber veranlasst zu werden. 
Jedes der in Rede stehenden geometrischen Axiome repräaentirt 
unmittelbar oder mittelbar eine Eigenschaft des Raumes : Drei- 
dimensionalität und Stetigkeit schreibt schon der Sprachgebruach 
dem Räume als Frädicate zu und auch das Bestehen des elften 
Axiomes kann man mit den Worten behaupten, dass der Raum 
eben und unendlich sei. Die metageometrischen Untersuchungen 
setzen daher mit einer Variation unseres Begriffes vom Räume 
ein und verfolgen eine solche Variation in ihre Consequenzen. 
Hiebei ist natürlich, sobald irgend eine der hier möglichen Va- 
riationen vorgenommen wird, keines der unter eine der Va- 
riationsstufen des Begriffes fallenden Ordnungssysteme mehr 
unser, der Euklidische Raum, und es wäre, von dem barba- 
rischen Namen abgesehen, der ja auch blos ein seinen Gegnern 
dargebrachtes Danaergeschenk darstellen sollte, sachlich nichts 
dagegen einzuwenden, dass man die neudefinirten „Räume^ mit 
Lotze blos „Raumoide^ nennte^^). Neben diese „Raumoide^ tritt 
dann als diejenige charakteristische Form derselben, die nicht 
blos ihrem Begriffe nach, sondern auch anschaulich von uns 
vorstellbar ist, und demgemäss auch zu evidenten Sätzen Anlass 
gibt, der — nunmehr im Alleinbesitze eines vernünftigen Na- 
mens bestätigte — Raum. 

An Alledem ist, wenn man es nur richtig auffasst, durch- 
aus nichts Widersinniges. Und es kommt als ein meines Wis- 
sens bisher noch nicht gewürdigtes Moment, das die Wider- 
spruchslosigkeit der metageometrischen Ableitungen verbürgt, 
noch der Umstand in Betracht, dass die diesen Ableitungen zu 
Grunde gelegten Axiome, welche ja zugleich für die Gebilde, 
von denen sie handeln, Bestimmungen ausmachen, von Anzahl 
geringer sind, als die in der Euklidischen Geometrie benützten. 
Es können daher diese Gebilde nicht überbestimmt sein und es 
muss — in dem Sinne, in dem überhaupt streng mathematische 
Gebilde existiren — auch solche geben können, welche den 
Ausgangsaxiomen irgend eines metageometrischen Systems ge- 
nügen: denn schon unsere Gerade, Ebene u. s. w. sind solche 
Gebilde. Man müsste die Uebertreibung Kant's, wonach „alle 
mathematische Erkenntnis" ohne ihre Begriffe in apriorischen 
Anschauung zu construiren, „nicht einen einzigen Schritt thun 
(könne)^^),'' billigen, um gegen die metageometrischen Gebilde 
mit Recht einschreiten zu können: denn anschaulich sind die- 
selben freilich nicht. Wer aber die Rolle, welche die Anschau- 
.ung innerhalb der Mathematik wirklich spielt, eingehender 
prüft, wird jenen Irrthum nicht theilen ; und man braucht nur 
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zuzusehen, mit wie erbarmungaloser Folgerichtigkeit etwa die 
BolyaTschen Deductionen metageometrischer Art abfliessen, 
um zu dem Zugeständnisse genöthigt zu werden, dass hier 
Mathemathik vorliege, die gleichwohl ihre Begriffe nicht in der 
Anschauung construire. 

Was wollte man aber gegen einen Inbegriff von Schluss- 
ketten, die sämmtlich richtig geknüpft sind und die nachweis- 
lich keinen Widerspruch in sich bergen, Triftiges einwenden? 
Etwa, dass ihnen, wenigstens derzeit, keine Anwendbarkeit zu- 
komme^*) und sie insofern, wenn auch nicht gerade zu verpönen, 
80 doch auch nicht zu achten seien? Aber denselben Einwand 
könnte man mit mindestens demselben Buchte gegen alle hypo- 
thetischen Urtheile von der Form: „Wenn A stattgefunden 
hätte, so wäre eine Folge hieven B gewesen" vorbringen. Ja, 
der Sixm eines solchen Urtheils — wie z. B. des Urtheils: 
•^Wenn Lassalle länger gelebt hätte, so wäre er ein Anhänger 
Bismarck's geworden^ — schliesst es direct in sich, dass sein 
Vordersatz niemals realisirt war und nun auch in alle Ewigkeit 
nicht mehr realisirt werden wird; während doch die Möglich- 
keit, dass die Voraussetzungen der metageometrischen Entwick- 
lungen irgend einmal in Erfüllung gehen, wenigstens vom logischen 
Standpunkte aus offen bleibt. Hiezu kommt, dass über den 
•Werth dieser Entwicklungen noch von ganz anderen Qesichts- 

S unkten, als dem ihrer Anwendbarkeit aus abgeurtheilt wer- 
en muss. 

Wieder kommt hier, wie bei der perspectiven Baumansicht 
und den sogenannten imaginären Baumgebilden, in erster Linie 
die grössere Allgemeinheit der Untersuchung in Betracht, 
die ja ohneweiters daraus einleuchtet, dass im Begriffe eines 
Baumes — pardon!: — eines „Baumoides^ von „n" Dimen- 
sionen unser Kaum von drei Dimensionen als Unterfall vorkommt 
und dass auch in jeniBs System der Metageometrie, welches 
durch Verzicht auf das elfte Axiom erzielt wird, eine Constante 
eintritt, die erst bei einer gewissen Specialisirung zum Systeme 
der Euklidischen Geometrie hinführt. Und wieder kann hier, 
wie in jenen früheren Fällen, gezeigt werden, dass durch 

• solche Allgemeinheit der Untersuchung auch die Entdeckung 
von Sätzen, die unseren Baum betreffen, nicht unbeträchtlich 
gefördert wird ^^). Hiezu gesellt sich aber in unserem Falle noch 
ein eminent philosophischer Vortheil, der darin besteht, dass 
durch die metageometrischen Variationen des Baumbegriffes das 
Gerippe der Geometrie selbst in einer Weise^ die man gar 

' nicht hoch genug anschlagen kann, ersichtlich wird; es tritt 
die nicht durch unsere Zurechtlegung des Stoffes geschaffene, 
sondern sozusagen organische Abhängigkeit der einzelnen Lehr- 

' Sätze von den Axiomen und von einander nur dann deutlich 
hervor, wenn man in systematischer Weise prüft, was man 
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olme je eines der Axiame ausrichten könne. Steckt man sich 
nicht ausdrücklich dieses Ziel, so wird man — ' alle Achtsam- 
keit auf das, was man beim Beweise eines Lehrsatzes benütet, 
Eugestanden — doch keinen Anlass haben, einem Beweise aus- 
zuweichen, der mit Hilfe irgend eines Axiomes geschehen kann, 
ohne dass er doch mit Hilfe desselben geschehen müsste. 
Dieser unleugbare Vortheil muss der Sache, der er anhaftet, 
auf jeden Fall zugute kommen, ohne Rücksicht darauf, dass 
^e Schöpfer der metageometrischen Systeme gerade seiner am 
Allerwenigsten gedacht haben; und er allein, den z.B. Lotze 
bei seiner Verketzerung der Metageometrie völlig übersehen 
hat, sollte Jeden, dem d«r Aufbau der Geometrie auch in philo- 
sophischer Hinsicht interessant erscheint, davon abhalten, mit 
den Auswüchsen der in Rede stehenden Gedanken^^ge — was 
in aller Welt wird nicht missbraucht! — auch diese selbst zu 
verdammen. 

Erst in letzter Linie ist hier der Möglichkeit zu gedenken, 
dass von den metageometrischen Voraussetzungen auch einmal 
eine Anwendung auf den Raum, in dem wir die von uns wahr- 
genommenen Dinge befindlich denken, gemacht würde. Lotze 
hat bemerkt, wir würden falls einmal irgendwelche Naturbeob- 
achtungen, wie z. B. die Lobatschewsky'schen astronomi- 
schen Messungen grosser ebener Dreiecke nach Ausschluss aller 
Beobachtungsfebler die Winkelsumme eines solchen Dreiecks, 
kleiner als zwei Rechte erscheinen Hessen, dann „nur glauben, 
eine neue sehr sonderbare Art der Refraction entdeckt zu 
haben, welche die zur Bestimmung der Richtung dienendeu 
Lichtstrahlen abgelenkt habe; d. h. wir würden auf ein beson- 
deres Verhalten des physischen Realen im Räume, aber gewiss 
nicht auf ein Verhalten des Raumes selbst schliessen, dass allen 
unseren Anschauungen widerspräche."^^) Hieran ist sicherlich so- 
viel richtig, dass wir uns, solange wir es irgend vermöchten, 
wehren würden gegen jede Antastung des Euklidischen Raum- 
charakters; wir würden sicherlich lieber Alles in unserem 
Räume Befindliche variiren lassen, bevor wir durch Variirung 
dieses Raumes selbst jenen contrat intellectuol brächen, unter 
dem das Menschengeschlecht nun schon seit Jahrtausenden ge- 
lebt und geforscht und sich leidlich wohl befunden hat. Wie 
nun aber, wenn durch alle jene versuchten Variationen des 
Realen im Räume gewisse Schwierigkeiten und Widersprüche, 
in die die Erfahrung uns verwickelte, nicht gelöst werden 
könnten, während sie allerdings gelöst werden könnten durch 
die uns so peinliche Variation des Raumes selbst ? Würden wir 
dann nicht im grösseren Stile uns so benehmen, wie wir es 
heute der Kopernikanischen Weltanschauung gegenüber thun, 
indem wir mit dem gemeinem ' Manne eehen., aber dem For- 
scher glauben? Ick vormag nicht abzusehen, wie Lotse 
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diese Frage verneinen könnte^ da er doch den bekannten Helm'* 
koltz'schen Flächenwesen, die als auf einer Kugel lebend und un^ 
^ig, irgend etwas ausserhalb ihres Wohnraumes wahrzunehmen^ 
angenommen werden, die Fähigkeit zutraut, auf Grund gewisser^ 
ihnen unerträglichen Widersprüche jene dritte Raumdimension, 
die kein Gf^enstand ihrer ErCahrung ihnen darbietet^ zu ^er- 
sinnen. ^^*) Ich glaube nun allerdings, man solle die Frage, ob 
das Menschengeschlecht, ohne hierüber verrückt zu werden, je-» 
mals von dem Glauben, dass der Raum, in dem es lebt, ein 
Euklidischer sei, 'ablassen könnte, auf sich beruhen lassen, bis 
ihm einmal ein unanzweifelbarer Anlass geboten sein wird» 
nach dieser Hinsicht seine geistige Elasticität zu erproben» 
Jedenfalls kann es doch auf Leute, die nicht nur sich, sondern 
auch ihre Eindeskinder bedenken, nur beruhigend wirken, wenn 
sie sich sagen dürfen, dass auch bei Verwirklichung jener 
immerhin redit unwahrscheinlichen Möglichkeit in den Syste- 
men der Metageometrie Mittel niedergelegt sein werden, ver- 
möge deren man auch des ungeberdigen „Raumoids,"* das dann 
zum Räume avancirt sein wird, wird Herr werden können. 
^Bereit sein^ ist zwar nicht ),Alles,^ wie Hamlet meint, aber 
doch viel. 

Den nützlichen Fictionen^ wie wir sie im Vorstehenden 
betrachtet haben, wäre noch eine Fülle anderer anzureihen, die 
über das ganze Gebiet, das überhaupt der menschlichen Denk- 
arbeit unterliegt, verstreut sind. In allen diesen Fällen han- 
delt es sich entweder unmittelbar oder mittelbar um die Varia-» 
tion eines Begriffes, wobei, was hier unter mittelbarer Begriffih 
vftriation zu verstehen sei, aus der Art, wie die Variation ge- 
wisser geometrischer Urtheile (der Axiome) den Raumbegriff 
afficirte, wohl ohneweiters einleuchtet. Um wenigstens eine 
böläufige Vorstellung von der Verbreitung der hier erörterten 
Begrifibvariation zu geben, erwähne ich noch einige Charakteristik 
sehe Beispiele derselben ; ich darf hiebei über Begriffe rasch 
hmweggenen, die ohnehin noch in einem späteren Zusammen- 
hange zu behandeln sein werden, wie z. B. der Begriff d^ 
unendlich kleinen Grössen, die keine Grössen mehr sind, und 
alle diejenigen Begriffe, deren G^enstände Grenzen einer 
Folge sind, bei der schon das Anordnungsprincip die Variation 
eines Merkmals in sich schliesst: man nehme nur aus der Me- 
chanik und Physik die mannigfachen, gewöhnlich als „Abstrac'^ 
tionen^ bezeichneten Begriffe, eines materiellen Punktes, des 
vollkomm^ien Flüssigkeitszustandes, vollkommener Elasticität u. 
dgl. So erinnere idi denn hier nur an den Begriff eine» 
Atoms, sofern ein solches ein Körper sein soll, ohne doch ein 
eigentlicher Körper sein zu können: denn es hat, von anderen 
Unterschieden abgesehen, jeder eigentliche Körper eine farbige 
Oberfläche, wovon bei einem Atome nicht die Rede sein kann^^). 
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Ich erinnere an den Begriff der juristischen Person und 
an die von der Statistik verwendeten Begriffe gewisser Durch- 
schnittswerthe, wie denn z. B. die Durchschnittszahl von 
Kindern einer etwa von Deutschen eingegangenen Ehe sicher^ 
lieh keine Anzahl von Kindern mehr darstellt, da sie ja im 
Allgemeinen gar keine ganze Zahl darstellen wird. Hieher 
gehören femer das Durchschnittskind der Pädagogik, und 
der Normalmensch der Pathologie, und ebenso der Laza- 
rethgaul der Thierarzneikunde, der erfreulicher Weise auch 
kein eigentlicher Gaul mehr ist. Als Beispiele mittelbarer Be« 
griffsvariation in der oben angegebenen Bedeutung des Wortes 
erwähne ich endlich die Utopien Plato's und des Th. Mo* 
rus, sowie die ,,Uchronie" Renouvier's, die, von der Vor- 
aussetzung ausgehend, Kaiser Marc Aurel hätte die römische 
Bepublik wiederhergestellt, den muthmasslich hieraus sich erge- 
benden Verlauf der Weltgeschichte zu construiren sucht. Hie- 
her gehören sachlich auch die bereits an früherer Stelle^^) er- 
wähnten Fictionen K. E. Baer's, Swift's und Voltaire's. 
Als Vortheile, die an solche durch Begriffsvariation nach 
aussen erzeugte Fictionen geknüpft sind, haben wir bereits 
kennen gelernt : die vermöge ihrer erzielbare grössere Einfach- 
heit der die Erscheinungen beschreibenden Gesetze und die 
grössere Allgemeinheit der vermöge ihrer geführten Unter- 
suchungen. Dies sind Vortheile, welche einer leichteren Be- 
wältigung wissenschaftlichen Stoffes dienen und ich brauche 
angesichts des grossen Nachdrucks, den man gerade heutzutage 
aut die „Oekonomie der Wissenschaft** legt, nicht zu befürchten, 
dass man dieselben zu gering anschlagen werde. Und es dürfl;e 
angezeigt sein, hier darauf hinzuweisen, dass schon gelegentlich 
jener Versuche zum Ausbau einer allgemeinen Begriffs- 
schrift, wie sie in nachdrücklicher Weise zum ersten Male von 
Leibnitz eingeleitet worden sind, der Begriffsvariation gedacht 
worden ist. In der That muss es Jedem, der erwägt, dass eine Ab- 
sicht der Begriffsschrift auch die ist, blos ftlr ein Minimum 
ursprünglicher Vorstellungen willkürliche Bezeichnungen aus- 
zuwerfen, während die Bezeichnung aller übrigen Vorstellungen 
mit Rücksicht auf deren Zusanmiensetzung aus den ursprüng- 
lichen in streng systematischer Weise erfolgen soll; es muss 
Jedem, der diese eminent ökonomische Seite des kühnen Unter- 
nehmens — so kühn, dass es fast ein Unterfangen heissen muss — 
erwägt, natürlich erscheinen, dass als ein werthvolles Werkzeug 
desselben ein Process erscheinen musste, vermöge dessen aus 
einem Begriffe durch Variation eines seiner Parameter ein 
anderer Begriff, den man früher für dem ersteren gänzlich un-. 
gleichartig gehalten hätte, hervorgeht So ist denn auch bereits 
Leibnitz auf die eigenthümlichen Uebergänge, die von Begriff 
zu Begriff auf natürliche Weise bewerkstelligt werden können, 
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aufmerksam geworden und es lag ihm, von dem bekanntlich 
die Analysis der Name „Function" zum Geschenk erhielt^ 
überaus nahe, jeden Begriff als eine Function seiner Bestand- 
stücke, deren jedes bereits hiemit als variabel angenommen 
wurde, zu betrachten. Auch in neueren Bemühungen um die 
Begriffsschrift treffen wir die Auffassung irgend eines Vor* 
gestellten, ob es nun beurtheilbar sei oder nicht, als Function 
gewisser, in ihm enthaltener Argumente wieder an^^). Es ist 
charakteristisch, aber nach den gemachten Andeutungen sehr 
wohl verständlich, wenn es (meines Wissens) ausschliesslich 
mathematisch geschulte Philosophen waren, welche jene Ver- 
hältnisse unter den Begriffen in einem für die Erkenntnis 
der ganzen Sachlt^e förderlichen Grade beachteten. Diese 
Bemerkung gilt auch von Bolzano, der diese Verhältnissen! 
wohl intensiver als irgend einer seiner Vorgänger und Nach- 
folger, erforscht hat. 

Eben dort, wo wir als einen Vorzug gewisser Fictionen die 
durch sie ermöglichte grössere Allgemeinheit der Untersuchung 
betonten, haben wir auch den die Forschung fördernden und 
Entdeckungen begünstigenden Charakter derselben hervor- 
gehoben ; schon dieser Umstand reicht über die blos ökonomische 
Nutzbarkeit der Begriffsvariation hinaus. Wir haben nun als 
einen weiteren, nach dieser zweiten Richtung gelegenen Vorzug 
derselben bereits die lUustrirung der Consequenzen erwähnt, 
welche aus gewissen Annahmen abfliessen. Das Ersichtlich- 
werden dieser Consequenzen charakterisirt in erster Linie freilich 
nur die wirklichen Annahmen, von denen die Deduction ihren 
Ausgang nahm, sie wirft aber dann auch ein helles Licht auf 
den ursprünglichen Thatbestand zurück, durch dessen Variation 
allererst jene künstlichen Ausgangspunkte geschaffen wurden. 
So wird durch die Metageometrie die Geometrie, durch jede 
Uohronie — nur vorausgesetzt, dass dieselbe richtig abgeleitet 
sei, worüber hier freilich schwer zu entscheiden sein möchte — 
die wirkliche Weltgeschichte beleuchtet und auch die Swift'schen 
Beiseromane haben ihr Lehrreiches darin, dass eine Reihe von 
Erscheinungen, die man sonst als dem menschlichen Leben in 
Bausch und Bogen eigenthümlich angesehen hätte, von jetzt 
ab nur mehr an gewissen Elementen desselben — eben denjenigen 
die man variirt hatte — hängend erkannt werden. Auf allen 
Gebieten, auf denen eine derartige Begriffsvariation mit einer 
hieran sich anschliessenden Deduction von hinreichender Folge- 
richtigkeit stattfinden kann, wird die Analyse der Erscheinungen 
etwa 80 gefördert, wie durch die vergleichende Anatomie die 
Anatomie des Menschen und durch die vergleichende Literatur- 
kunde die Literatur eines bestimmten Volkes: dort schaffen 
wir (eben durch jene Variation) die Vergleichsobjecte, die uns 
hier gegeben werden. 
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Und auch dem letzten Vorzug unserer Fictioneni den ich 
namhaft zu machen weiss, sind wir bereits begegnet: dem 
-Vorzüge, der — ganz allgemein gesprochen — in der Vermehrung 
der Möglichkeiten besteht. Wir haben gesehen, wie vermöge 
der in der Erweiterung eines Begriffes bestehenden Variaticm 
desselben Aufgaben lösbar wurden, die sonst als unlösbar hätten 
Hegen gelassen werden müssen: ich erinnere hier insbesondere 
an unsere ausführlichen Erörterungen über die Erweiterung des 
Zahlbegriffes, denen leicht ebenso ausführliche hinsichtlich des 
Functionsbegriffs hätten angereiht w^den können. Und, wie 
hier Begriffsvariationen sozusagen auf Bestellung gemacht wurden, 
um Aufgaben, deren Lösung bereits drängte, zu bewältigen, 
so boten uns die metageometrischen Variationen des Raum- 
begriffs, so gering deren Aussichten auf künftige Anwendbar^ 
keit im eigentlichen Sinne^^) auch erscheinen mochten, doch einen 
deutlichen Typus jener Hypothesenbildung auf Vorrath dar, 
welche stets eines der wichtigsten Geschäfte hoch hinaus 
wollenden Naturerkennens^ ausmachen wird. Und es wird 
Jedem, der das Wesen der Hypothesenbildung überhaupt er» 
wägt, einleuchten, dass diese von dem Rechte der Begriffs- 
Variation im ausgiebigster Weise werde Gebrauch machen 
müssen, da offenbar jeder Versuch, eine Erscheinung zu er- 
klären, darauf hinausläuft, dass man den uns bekannten 
Gründen einer ähnlichen Erscheinung diejenigen Abänderungen 
vorerst zumuthet — um sie nachmals durch Beobachtung 
oder Experiment zu erhärten -^ die gerade hinrdchend er- 
scheinen, um für den Unterschied der beiden Erscheinungen 
aufzukommen. Alle Hypothesen der Physik im weitesten 
Sinne dieses Wortes können einen Beleg hiefOr abgeben: 
die Gravitation in ihrem Verhältnisse zur Fallen irdischer 
Körper, der Lichtäther im Verhältnisse zu andren elastischen 
Medien u. s. w. ; und nichts Anderes liegt, wenn man sich auf 
die theoretische Betrachtung der Sache beschränkt, vor, wenn 
man einem göttlichen Wesen in ähnlicher Weise die Erschaffung 
des Universums zuschreibt, wie Menschen einander jene unvei^ 
gleichlich fingeren Werke zuschreiben, deren sie fkhig sind. 

Auf die hiemit angedeutete Art, wie die Analogie mit 
der allgemeineren Thatsache der Begriffsvariation zusammen- 
hängt, näher einzugehen, habe ich keine Veranlassung; ich 
will nur noch zusammenfassend der Hemmungen gedenk^a, denen, 
wie wir fanden, jene Variation unterliegen kann. Wir fanden 
dass wir zwei Arten von Variation eines Begriffes unterscheideii 
müssen, die Variation desselben nach innen, die in der Durch* 
laufung seiner Unterbegriffe bestand und in einer Variation 
desselben nach aussen, die zu Erweiterungen des Begriffes 
führte. Im ersteren Falle war der Oberbegriff aller Variations- 
stadien von vornherein gegeben und er bildete demnach eine 
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unüberachreitbare Schranke der Yariatioii; im letzteren Falle 
hingegen konnte ein solcher Oberbegriff erst das während der 
Variation noch gar nicht absehbare Ergebnis einer Entwicklung 
darstellen und hienach nicht im Stande sein» der Variation selbst 
an irgend einem Punkte Halt zu gebieten. Strenggenommen 
kann daher nur im ersteren Falle die Rede davon sein, dass 
durch die Natur des Inhalts die Fortselzung der Variation nach 
irgend einer Richtung gehemmt werde^ im letzteren Falle treten 
Rücksichten anderer Art hemmend ein, und zwar, um es kurz 
BU sagen : Gründe der Zweckmässigkeit Der Mathematiker^ 
welcher vom ursprünglichen Anzahlbegriff ausgehend jene Varia- 
tion des Zahlbegrifis, welche zu den negativen, gebrochenen, 
irrationalen, complexen u, s. w. Zahlen ^hrte, überhaupt mit- 
macht, wird, oonsequent verfahrend, die Einführung irgend einer 
neuen Zahlart nicht darum a limine ablehnen dürfen, weil er 
einen allgemeinen Begriff von „Zahl überhaupt^ bezitzt, mit 
dem der Begriff dieser Zahlart unverträglich wäre<^: ein so all- 
gemeiner Begriff kc^nnte erst von einem alle möglichen Er- 
weiterungen des ursprünglichen Anzahlbegriffs — zu denen aber 
die fragliche Zahlart mitgehören mag — überblickenden Intellecte 
gebildet werden. Er wird vielmehr seinen etwaigen Abweisungs- 
grund dahin formuliren, dass die Zahlen der neuen Zahlart 
unhandlich seien, indem sie den einfachsten Rechnungsgesetzen 
nicht mehr gehorchten ; oder dass ihre Einführung unpraktisch 
sei, weil auch ohne sie geleistet werden kann, was vermöge 
ihrer geleistet werden sollte. Er wird sich aus analogen Gründen 
gegen einen Functionsbegriff von der Di r ich le tischen All- 
gemeinheit^^) sträuben und auch geometrische Fictionen nicht 
zulassen, auf welche nicht wenigstens die für ein gewisses Gebiet 
massgebenden Axiome angewendet werden können. Die hiemit 
der Begriffsvariation in ihren beiden beschriebenen Formen ge- 
stellten Schranken liegen weit genug ab, um dem progressiven 
Triebe unseres Geistes einen weiten Spielraum zu verstatten; 
die Begriffsvariation nach innen konnte so weit gehen, dass 
stetige Uebergänge zwischen f(ir die Anschauung so ungleich- 
artigen Gebilden, wie es, um an ein früheres Beispiel zu erinnern, 
die Ellipse und eine in die Richtung ihrer grossen Axe fallende 
Gerade sind, nachweisbar erschienen; und die Begriffsvariation 
nach aussen konnte bis zu Stadien vorrücken, die nur mehr in 
einem ganz uneigentUchen Sinne den Namen des Ausgangs- 
stadiums der Variation tragen dürften, wie denn z. B. von 
einem unendlich fernen oder einem imaginären Punkte nur mehr 
darum als von Punkten die Rede sein dürfte, weil innerhalb 
einer wohldefinirten Classe von Urtheilen kein Urtheil, das von 
einem eigentlichen Punkte galt, für einen jener uneigentlichen 
Punkte falsch sein konnte und umgekehrt. Aber wohlgemerkt: 
wie weit die Begriffsvariation hienach auch gehen mochte, sie 

Kerry, System einer Theorie der Grenzbegriffe. 9 
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musste unbedingt dort innehalten, wo ihre Weiterfübrung einen 
widerspruchsvollen Begriff ergeben hätte. Hiebei dürften aber 
Begriffe nicht schon nach ihrem oft eine contradictip in adjecto 
anzeigenden Wortlaut abgeurtheilt werden; denn es konnte 
solchen Begriffen, denen unmittelbar kein Gegenstand mehr 
entsprach, noch auf mittelbare Weise eine Art Gegenständlichkeit 
dadurch verschafft werden, dass zweckmässige Vereinbarungen 
über den Sinn aller Urtheile, in die sie einzutreten bestimmt 
sind, getroffen wurden. Dass aber ein wirklicher und unver- 
söhnlicher Widerspruch als eine letztlich massgebende Schranke 
aller Begriffsvariation anzusehen sei, musste darum mit beson- 
derer Betonung geltend gemacht werden, weil gerade an diesen 
Punkt eine bedenkliche Mystik sieh angeheftet hat. Wir gehen 
nun, nachdem wir die allgemeinen Eigenschaften der Begriffs- 
variation, soweit sie für unser Thema in Betracht kommen, 
erörtert haben, zur Analyse einer speciellen Form derselben 
über, nämlich zu solchen Variationen, deren Stadien eine 
Grenze besitzen; eine solche Grenze wird sich uns gleich- 
zeitig als eine neue Form von Schranke einer Begriffisvariation 
darstellen. 



VI. CapiteL 

GrenzbegrifTe, erläutert durch das typische 
Beispiel der Irrationalzahl. 



Man habe einen Begriff und eine unendliche Vielheit wohl- 
geordneter Gegenstände desselben, welche übrigens den ganzen 
Umfang des Begriffes nicht zu erschöpfen braucht. Das ab- 
stufbare Merkmal, vermöge dessen die Wohlordnung jener 
Gegenstände erfolgt, braucht übrigens nicht das einzige abstuf- 
bare Merkmal zu sein, welches an denselben vorkommt. 

Nun kann es vorkommen, dass die Abstufung, um die es 
sich hier handelt, eine über alle Schranken ausdehnbare ist; 
dieser Fall, dessen typische Vertreter, wie wir uns jetzt kurz 
ausdrücken können, Anzahl, Raum und Zeit waren, darf als 
erledigt gelten. Auch Fällen beschränkter Abstufbark eit sind 
wir bereits begegnet: abgesehen von dem principiell weniger 
interessanten Falle, der nur in unserer Unfähigkeit, immerhin 
mögliche Glieder einer Stufenfolge adaequat vorzustellen, be- 
gründet ist (man erinnere sich etwa der Tonhöhenreihe), dem- 
jenigen, in welchem ein fertiger Begriffsinhalt die von vorn- 
herein gegebene starre Schranke seiner Variation nach innen 
darstellte und demjenigen, in welchem die Variation eines Be- 
griffes nach aussen durch Zweckmässigkeitsrücksichten gehemmt 
erschien. Der Fall, der nunmehr besprochen werden soll, ist 
von anderer Art. Bei in objectiver und subjectiver Hinsicht 
unbeschränkter Abstufbarkeit des fraglichen Merkmals besteht 
doch für alle Träger desselben als solche ein Aeusserstes; das- 
selbe stellt eine minder kategorische Schranke dar, als es der 
Begriff für seine Variation nach innen ist, aber eine weit kate- 
gorischere, als jene Zweckmässigkeitsrücksichten es für die 
Begriffsvariation nach aussen sind. Es wird nun unsere Auf- 
gabe sein, die hier waltenden Verhältnisse theoretisch zu zer- 
gliedern und an Beispielen zu studiren. Die hier folgenden Aus- 
einandersetzungen sind zum Theile schwierig: aber sie bilden 
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dafür auch einen Höhepunkt unserer Arbeit, auf dem es ver- 
lohnen wird zu verweilen und nach allen Seiten hin Umschaa 
zu halten. 

Wenn einer unter jenen unendlich vielen Gegenständen^ 
welche vermöge eines abstufbaren Merkmals in eine Reihe ge- 
bracht sind, so beschaffen ist, dass er dieses Merkmal in einem 
äussersten Ausmasse an sich trägt, so würde ihn die landläu- 
fige Terminologie einen Superlativ dieser Gegenstände hin- 
sichtlich des Merkmals, dem gemäss sie geordnet sind, nennen. 
Wir wollen nun einen speciellen Fall solcher Superlativität ins 
Auge fassen: derselbe besteht darin, dass sich an den Super- 
lativen Gegenstand andere Gegenstände der Reihe herandrängen, 
die jenem hinsichtlich seines Vollbesitzes unseres abstufbaren 
Merkmales beliebig ähnlich sind und zwar soll diese Heran- 
drängung so geschehen, dass bei Vorlegung eines beliebig kleinen 
Aehnlichkeitsabstandes vom Superlativwerthe unseres Merkmal» 
ein von dem Superlativgliede verschiedenes Glied der Reihe an- 
gegeben werden kann, von dem angefangen alle Glieder der 
Reihe dem Superlativgliede ähnlicher sind, als jener Abstand 
es besagt. In diesem Falle wollen wir sagen, dass der Super- 
lative Gegenstand hinsichtlich jenes abstuf baren Merkmales die 
Grenze der Reihe sei. 

Man braucht sich, um dieser Definition mehr Präcision zu 
verleihen, als sie in der eben angegebenen Fassung besitzt, nur 
der zahlreichen und für die Erörterungen der folgenden Blätter 
vorbildlichen mathematischen Fälle zu erinnern, worin ein Gegen- 
stand Grenze einer Reibe und zwar, — unseren bisherigen Aus- 
führungen gemäss — einer Reihe ist, der er selbst angehört. Hat 
man, um ein einfaches Beispiel vorzuführen, die Reihe aller 

Zahlen von der Form -, wobei n, von 1 angefangen, j«den 

absoluten ganzzahligen Werth annehmen soll, und als letztes Glied 
dieser Reihe noch die Null selbst (so dass wir, di6 ganze Reihe 

kurz so schreiben können: 1, « , -r , t> • • • ^i • • • • o), so ist 

2 3 4 n 

das letzte Glied dieser Reihe, die Null, Grenze in dem oben 
imgegebenen Sinne. Das abstufbare Merkmal dieser Reihe ist 
die Zahlengrösse der ihr angehörigen Zahlen; die Null ist 
die kleinste dieser Zahlen und somit vorerst ein Superlativ 
dei'selben; sie ist aber fernerhin auch Grenze derselben, weil 
fUr jeden beliebigen, noch so kleinen Abstand von dem Super- 
lativwerthe Null d. h. fiir jede beliebige, noch so kleine Grösse a 
die man vorlegen mag, ein Glied der Reihe aufgezeigt werden 
kann, von dem angefangen sämmtliche Glieder der Reihe unter 
e herabsinken, d. b. kleiner sind als e. Man sieht hienach, wie 
sich die obige Aussage einer nach gewisser Hinsicht bestehenden 
Aehnlichkeit zwischen demjenigen Gliede der Reihe, das ihre 
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Orenze ist, und den anderen^ die ihm hierin beliebig nahe 
kommen, — eine Aussage, die, solange der in ihr enthaltene 
Begriff der Aehnlichkeit in seiner Allgemeinheit belassen wird, 
eine vage genannt werden muss — präcise gestaltet, sobald man 
zu jenen speciellen, auf ihre Unterschiede hin messbaren Aehn- 
lichkeiten übergeht, welche den Gegenstand mathematischer 
Behandlung ausmachen. Aber es verdient bemerkt zu werden 
— und wir haben hierauf schon bei früherer Gelegenheit hin- 
gedeutet — dass die Fälle, in denen ein Gegenstand Grenze 
einer Reihe, hinsichtlich irgend eines abgestuften Merkmales ist, 
durchaus nicht auf das mathematische Gebiet beschränkt sind. 
So besitzt für eine Reihe von Farben, welche nach ihrer ab- 
nehmenden Intensität abgestuft sind, das absolute Schwarz und 
ebenso für eine Reihe von Farben, welche nach ihrer Sättigung 
abgestuft sind, die absolut gesättigte Farbe (einer bestimmten 
Qualität und Intensität) Grenzeigenschaft. Hiebei ist nur voraus- 
gesetzt, dass es dem Wesen einer Farbe nicht widerstreite, ab- 
solut schwarz oder absolut gesättigt zu sein, so dass sowohl das 
itbsolute Schwarz, als auch eine absolut gesättigte Farbe noch 
als Farben gelten dürfen '). 

Schon unsere bisherigen Ausführungen lehren, dass einem 
Gegenstände Grenzeigenschaft nur hinsichtlich einer gewissen 
Reihe und weiterhin auch eines gewissen Merkmals, das inner- 
halb dieser Reihe abgestuft ist, zugesprochen werden darf, so 
dass also dieses Prädicat ein in zweifacher Beziehung rela- 
tives zu nennen ist. Es ist daher nicht auffällig, wenn ein 
Gegenstand, der hinsichtlich des einen Merkmals einer Reihe 
Grenze derselben ist, hinsichtlich eines anderen Merkmales, 
welches die Glieder dieser Reihe gleichfalls an sich tragen 
mögen, eine solche Grenze nicht ist. Wir werden später hören, 
dass einer der wichtigsten Fehler, denen Grenzbenauptungen 
unterliegen, daher stammt, dass die eben erwähnte Relativität 
einer Grenze ausser Acht gelassen, oder doch nicht hinreichend 
berücksichtigt wird. 

Wir haben uns bis jetzt nur an die Eventualität gehalten, 
wonach die Grenze einer Reihe dieser selbst als Glied angehörte ; 
eine weit wichtigere und auch interessantere Sachlage ergibt sich 
aber, wenn dies nicht der Fall ist. Ein Beispiel dieser Art 
kann man aus einem bereits angeführten der früheren Art 
dadurch hervorgehen lassen, dass man es diesmal unterlässt^ 

jenem Inbegriffe von Zahlen der Form - noch die Null hinzu- 
zufügen, die ihm oben allerdings hinzugefügt gedacht wurde. 
Dann wird die Null gleichwohl Grenze jenes nach wachsendem 
n in eine Reihe geordneten Inbegriffes sein, wiewohl sie nun- 
mehr diesem Inbegriffe nicht angehört. Ebenso ist — ich will 
unseren Betrachtungen eine reichere Mannigfaltigkeit von Bei- 
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spielen unterlegen — Eins die Grenze der Reihe: -, — -\ — , 

^ + - + g, . . . 2 +T+ • • • 2^'- • ^^ ^°^"^'' jeder periodische De- 

3 3 3 

cimalbruch, z. B. 0*3333 • . . , explicite geschrieben: tt: » 77: + 777,7 

3 ' 3 3 

77: + TTn -\' TTT^i ... in infin., hat zur Grenze eine gebrochene 

10 lO-^ lO** 

Zahl, die nicht mit zu der Reihe gehört, deren Grenze sie ist; 

im obigen Beispiele ist die gebrochene Zahl - diese Grenze. 

o 

Ein bekanntes geometrisches Beispiel der hier zu charakterisi- 
renden Kategorie ist der Kreis, sofern er als Grenze der Reihe ihm 
um- oder eingeschriebener regelmässiger Polygone von wachsen- 
der Seitenzahl angesehen wird, — derselben Reihen, welche der 
antiken Exhaustionsmethode zur Bestimmung des Kreisinhaltes 
und -umfangs dienten. Und wieder sind derartige Beispiele 
nicht auf das Gebiet der Mathematik beschränkt. Die Ruhe ist 
Grenze einer Reihe von Bewegungen, die nach der Abnahme 
ihrer Geschwindigkeit geordnet ist: denn eine wie kleine Ge- 
schwindigkeit man auch willkürlich vorlegen möge, immer wird 
man ein Glied jener Reihe so angeben können, dass alle ihm 
in der Reihe folgenden Bewegungen von noch kleinerer Ge- 
schwindigkeit darstellen. Aber die Ruhe ist nicht selbst noch 
eine Bewegung, auch nicht eine solche von beliebig kleiner Ge- 
schwindigkeit ; sie gehört daher jener Reihe von Bewegungen 
abnehmender Geschwindigkeit, deren Grenze sie ist, nicht selbst 
an, ist nur ein Grenzfall der in Rede stehenden Kategorie. 
Ebenso ist die absolute Stille Grenze irgend einer Tonreihe von 
unbeschränkt abnehmender Intensität ; da aber ein absolut stiller 
Ton kein Ton mehr wäre, so liegt auch hier der Fall vor, in 
welchem die Grenze einer Reihe nicht mehr selbst zur Reibe 
gehört. Ebenso kann ein Urtheil, dem Gewissheit zukommt, 
als Grenze einer Reihe von Urtheilen, denen eine stets wach- 
sende Wahrscheinlichkeit zukommt, angesehen werden: — wieder 
ein Fall unserer Kategorie, da Gewissheit stets etwas Anderes 
ist, als noch so hohe Wahrscheinlichkeit. Diese Beispiele dflrften 
vorläufig genügen -, übrigens enthalten die folgenden Auseinander- 
setzungen noch zahlreiche andere derselben Art und es wird 
dem achtsamen Leser nicht schwer fallen, dieselben als solche 
zu erkennen. 

In allen vorstehenden Fällen gehörte der Gegenstand, der 
Grenze einer Reihe war, nicht selbst dieser Reihe an; aber er 
gehört — und dieser Umstand wird sich als ein bemerkens- 
werther herausstellen — einem ihm und den Reihengliedern 
gemeinsamen und von beiden nicht entfernten Oberbegriffe an. 
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Es ist dies begreiflich, da die Grenze schon ihrer Definition nach 
mit den Reihengliedem jenes abstuibare Merkmal gemein hat^ 
für dessen höchstes Ausmass sie der Träger ist: schlimmsten* 
falls würde also mindestens der allgemeine, d. b. nach Abstrac- 
tion seiner Abstufungen verbleibende Charakter dieses Merkmals 
jenen fraglichen Oberbegriff ausmachen. Und es ist dies auch 
erforderlich, da, falls die Grenze ein den Beihengliedern, deren 
Grenze sie ist, zu Fremdes wäre, zwischen beiden nicht jene 
eigenartigen Beziehungen walten könnten, welche die Definition 
einer Grenze erheischte. Es entsteht nun die Frage, was hier 
das Primäre sei: ob die Entdeckung eines Gegenstandes als der 
Grenze einer Reihe (der er selbst nicht angehört), worauf dann 
erst die Schöpfung jenes den Beihengliedern und ihrer Grenze 
gemeinsamen Oberbegriffes als eine verhältnismässig leicht 
wiegende Zugabe folge? oder aber, ob umgekehrt diese Be- 
griffsschöpfung vollzogen sein müsse, bevor man jener Grenze 
habhaft werden kann? 

Man muss, um diese Frage zu beantworten, zwei Stand- 
punkte wohl von einander unterscheiden, deren einer der- 
jenige der Entdeckung ist, während man seinen Widerpart als 
Standpunkt der systematischen Rechtfertigung eines Begriffes 
bezeichnen könnte. Stellt man sich auf den ersten Standpunkt, 
so ist der Besitz des Grenzgegenstandes die Hauptsache und 
alle Begriffe, welche ein Band zwischen ihm und den Reihen- 
gliedern schlingen sollen, sind nur schwächliche [Nachgeburten : 
stellt man sich auf den zweiten Standpunkt, so sind diese Be- 
griffe die Hauptsache und das Denken nimmt hiebei oft eine 
Wendung, welche es ermöglicht, die Existenz jenes Grenzgegen- 
standes zu „beweisen^' d. h. sie erst als Schlussstein eines über 
Definitionen und Axiomen mit Hilfe mehr oder minder lang- 
wieriger Schlussfolgerungen aufgeführten Gebäudes erscheinen 
zu lassen. 

Ich will diese Verhältnisse an dem berühmten Beispiele 
der irrationalen Zahl verdeutlichen. Ein genaues Ver- 
ständnis des Wesens der irrationalen Zahl ist ohnehin Jedem, 
der den Begriff der Grenze an einem seiner vornehmsten und 
ältesten Vertreter erfassen will, unentbehrlich ; ein solches Ver- 
ständnis ist ferner auch darum unentbehrlich, weil gewisse grund- 
legende Sätze der Functionentheorie, die wir in anderem Zu- 
sammenhange noch erörtern werden, auf diejenige Art von Grenze, 
welche die Irrationalzahl darstellt, zurückweisen. Und es bedarf 
keiner Entschuldigung, wenn auch in einem sich als philosophisch 
gebenden Werke die Irrationalzahl eine mehr als vorübergehende 
Erwähnung findet: wer ihr hohes erkenntnistheoretisches Inter- 
resse nicht spontan erkennt und anerkennt, wird sich vielleicht 
durch die Art, wie nach Pythagoras insbesondere Plato'-*) 
und auch Aristoteles sich mit ihr — oder vielmehr, da den 
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Griechen die Irrationalzahl noch keine Zahl war: mit dem 
Irrationalen — beschäftigte, nachdenklich stimmen lassen. Hieza 
kommt, dass was uns die Betrachtang der Irrationalzahl in 
philosophischer Hinsicht lehren kann, noch heute bei Weitem 
nicht als erschöpft gelten darf. 

Selbst die noch auf dürftigen Mittheihingen beruhende Art, 
wie moderne Geschichtsschreiber der Mathematik die Entdeckung 
des Irrationalen — wir müssen in nächst Folgendem diesen vagen 
Ausdruck über uns ergehen lassen — nachzuconstruiren be- 
müssigt sind, ist geeignet, das Reizvolle dieser wissenschaftlichen 
Leistung wirksam hervortreten zu lassen: wenig Fälle wird es 
geben, in denen der Zauber, den ein zweiter Gedankengang 
auf den menschlichen Geist ausübt, sich Jahrtausende hindurch 
so ungeschwächt lebendig erhält. Will man sich in die Geburts- 
zeit des Irrationalen zurückversetzen, so muss man annehmen, 
der sog. pythagoreische Lehrsatz der Geometrie sei — auf 
welche Anregungen hin, ist uns gleichgiltig — gefunden; und 
er sei wie dies dem Charakter so mancher unter den älteren 
geometrischen Entdeckungen entspricht, nicht gleich allgemein 
für jedes beliebige rechtwinklige Dreieck geftmden, sondern nur 
für specielle rechtwinklige Dreiecke, darunter insbesondere 
jenes mit den Seiten 3, 4 und 5, das vermuthlich eines der 
ältesten Mittel zur Construction eines rechten Winkels gewesen 
ist.^) Es lag nun überaus nahe, die Richtigkeit des pythagorei- 
schen Lehrsatzes auch an dem einfachen Specialfalle des gleich- 
schenkligen rechtwinkligen Dreiecks erproben zu wollen. Ging 
man nun aber hier daran, die Hypotenuse durch eine der (ab 
Einheit angesehenen) Katheten zu messen, so gelang diese Be- 
mühung nicht so, wie sie bei dem •oben erwähnten Dreiecke 
mit den Seiten 3, 4, 5 gelungen vorlag. Man mochte der Hypo- 
tenuse welche gebrochenen Werthe immer beilegen, so erwiesen 
sich dieselben stets nur als näherungsweise richtig. Noch war 
aber ein grosser gedanklicher Schritt zu thun, der von dem 
blos thatsächlichen Nichtgeliogen dieser ja ihrem Wesen nach 
unerschöpflichen Versuche zu ihrem Nichtgelingen-können hin- 
überftlhrte. „Immer und immer wieder wird man diese Aufgabe, 
welche Anfangs so leicht schien und nun so unerwartete 
Schwierigkeiten bereitete, angegriffen, sich in den für jene Zeit so 
beschwerlichen Zahlenrechnungen abgemüht haben, bis endlich 
einer jener seltenen Geister, denen es vergönnt ist, in glücklichen 
Augenblicken sich an dem Niveau menschlichen Denkens mit 
Adlersflug zu erheben — wohl mag es Pythagoras selbst ge- 
wesen sein — von dem Gedanken erfasst wurde: hier handelt 
es sich um ein absolut unlösbares Problem.^ *) 

Ich unterbreche hier für einen Augenblick die Darstellung, 
um die Aufmerksamkeit des philosophischen Lesers auf einen 
Punkt 2u lenken, den ich während des ganzen Verlaufes 
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dieser Untersuchungen immer stärker und stärker zu be- 
leuchten darum bestrebt bin, weil sonst die Bedeutung, welche 
GrenzbegrifFen und Grenzurtheilen gerade an den entschei- 
dendsten Stellen des menschlichen Erkennens zukommt, nur 
unzureichend hervortreten würde. Schon früher *) habe ich 
ftuf den Unterschied hingewiesen, der zwischen unserer subjec- 
tiven Fähigkeit zu bestimmen, ob ein Gegenstand unter einen 
vorgelegten Begriflf falle,^ und der objectiven Bestimmtheit 
dieses Umstandes besteht: nur auf letztere zielte das hin, was 
wir unter der Wohldefinirtheit eines Begriffes verstanden. 
Wir haben erfahren, dass hieraus auch die Anerkennung un- 
endlicher Vielheiten folgt, die man leugnen müsste, wenn die 
Existenz derselben von unserer subjectiven Fähigkeit ab" 
hinge, uns ihre Exemplare einzeln zu vergegenwärtigen und 
sie zusammenfassend vorzustellen. Und wir erfahren nun an 
einem neuen Beispiele, welch bedeutender erkenntnistheore- 
tischer Unterschied bestehe zwischen unserer subjectiven Un- 
fUhigkeit eine Aufgabe zu vollziehen und ihrer objectiven Un- 
vollziehbarkeit. Ich weiss gar wobl, dass die Mathematik auch 
andere Beispiele desselben Unterschiedes darbietet, aber schon 
weil sie eines der durchsichtigsten und wohl das interessanteste 
Beispiel dieser Art darstellt, verdient die Theorie des Irrationalen 
einen ausgezeichneten Platz in jedem Systeme einer Logik oder 
Erkenntnistheorie. 

Es mag freilich allgemein betrachtet, von vornherein als 
der bequemste Ausweg erscheinen, nach einer Reihe misslun- 
gener Versuche zur Lösung einer Aufgabe sich zu sagen: die 
Aufgabe ist unlösbar; so entzieht man sich am Einfachsten der 
Verpflichtung, nach weiteren Lösungsmitteln Umschau zu halten. 
Aber in unserem speciellen Falle sprach der denkbar stärkste 
Anschein gegen die Gangbarkeit dieses Ausweges. „Man beachte 
nur, von welcher ausserordentlichen Kühnheit jener Gedanke 
war, anzunehmen, dass es unter den ganz homogenen geraden 
Linienstrecken auch solche geben könne, welche sich von anderen 
nicht nur durch ihre Länge, also ihre Quantität, sondern durch 
eine Qualität unterscheiden, welche zwar wesentlich, doch aber 
sinnlich absolut unerkennbar, zwar unzweifelhaft gewiss, doch 
aber mit der Vorstellung (will sagen: mit der anschaulichen 
Vorstellung) unerreichbar und nur im Begriffe zu fassen ist.^ 
Man hat sich daher der Meinung des im Vorstehenden citirten 
Autors voll anzuschliessen, wonach die ^^Idee des Irrationalen^ 
eine der grössten Entdeckungen des Alterthums gewesen sei. 
Auch ist, will man dem Geiste jenes negativen Bescheids ge* 
recht bleiben, nicht unberücksichtigt zu lassen, dass es bei der 
Behauptung der Incommensurabilität der Hypotenuse als einer 
blossen Vermuthung nicht sein Bewenden hatte; auf einen in« 
directen Beweis für jene Behauptung wird schon bei Aristo* 
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teles angespielt, wohl deDselben Beweis, den Euklid im 
zehnten Buche seinei* Elemente ausführlich dargestellt hat;^) und 
man hat Grund zu der Annahme, dass dieser Beweis in ein 
frühes Alterthum, vielleicht sogar in die Anfänge der pytha- 
goreischen Schule hineinrage. 

Die Situation war nunmehr die folgende. Jeder Zahl oder was 
auf dem damaligen Standpunkt hiemit gleichbedeutend erschien: 
jeder gebrochenen oder rationalen Zahl entspricht auf einer 
Geraden eine Strecke, nachdem man auf dieser Geraden einen 
Anfangspunkt gewählt hat, von dem aus, und eine Richtung, nach 
welcher die Strecken gezählt werden sollen, und nachdem man 
irgend eine Strecke als Einheit angenommen hat. Denn leicht 
lässt sich zeigen, dass man auf einer Geraden jedes beliebige ganz- 
zahlige Vielfache einer Strecke auftragen, sowie, dass man eine 
Gerade in eine beliebige Anzahl gleicher Theile theilen könne. 
Aber umgekehrt nicht entspricht auch jener Strecke eine Zahl 
in der oben angegebenen Bedeutung dieses Werkes: es gibt 
Strecken — und die Hypotenuse des gleichschenklig recht- 
winkligen Dreiecks erwies sich als eine solche — , welche durch 
keine Zahl benennbar sind und darum kein pTjxoy, sondern ein 
aXo^ov — welches doppelsinnige Wort sowohl mit: ,,ohne Ver- 
hältnis^ als mit: „ohne Wort** oder „unaussprechlich^' zu über- 
setzen ist — darstellen.'') Wie man aber einerseits leicht irra- 
tionale Strecken herstellen kann, so kann man andererseits auch 
leicht rationale also „aussprechbare^ Näherungswerthe jener an- 
geben, welche in eine Reihe anordenbar sind, deren Glieder zwar 
sämmtlich das ^^Unaussprechliche'^ nur unzulänglich aussprechen, 
aber mit der bemerkenswerthen Eigenthümlichkeit, dass jedes 
folgende unter ihnen es besser ausspricht als jedes vorangehende. 

Hier sind wir bereits an dem Punkte angelangt, an dem die 
unseren speciellen Zwecken dienende Discussion einsetzen 
kann. Man besitzt eine unbegrenzt vermehrbare Anzahl von 
Näherungswerthen einer Grösse und weiss, dass dieselben 
eben jene Grösse, welche man durch die Näherungswerthe er- 
schöpfen möchte, zur Grenze haben. Dies liegt schon im Be- 
griffe der Näherungswerthe einer Grösse. Schon dadurch, dass 
man im vorliegenden Falle von dem Grenzgegenstande ausging 
und dann erst eine an ihn sich angliedernde Reihe aufsuchte, 
erscheint die Bekanntschaft mit dem ersteren als die primäre 
Angelegenheit anerkannt. Diese Bekanntschaft war gegeben 
damit, dass man sich auch nur die Frage nach der Länge jener 
Hypotenuse vorlegte; in dem Begriffe dieser Länge hatte man 
bereits den Begriff der in Rede stehenden Grenze entdeckt, 
wiewohl man ihn selbstverständlich als solchen nicht erkennen 
konnte, bevor nicht die Reihe, deren Grenze er war, gleichfalls 
entdeckt war. Hieran schliesst sich nun freilich bald als ein 
massgebendes Stadium der Erkenntnis des Irrationalen die 
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^Einsicht, dass jene Grenze eine den ReiheDgliedern heterogene 
Bei; indem der Schritt gethan wird; dessen Bedeutsamkeit oben 
faerroi^ehoben wurde : man bringt es sich zur Evidenz, dass jene 
Hypotenuse keine rationale Länge sein könne. Nun ward klar, 
dass der den ßeihengliedem und ihrer Grenze gemeinsame 
Oberbegriff ein wesentlich anderer sein musste, als der Begriff, 
unter welchen die ßeihenglieder allein fielen; dieser Oberbegriff 
war nicht mehr der Begriff „rationale Strecke", sondern der 
weit allgemeinere: „Strecke überhaupt." Aber andererseits 
erwiesen sich die unter diese beiden Begriffe fallenden Ge- 
genstände als einander so ähnlich, dass durch die Verschieden- 
heit der Begriffe, unter welche sie gehörten, die Möglich- 
keit ihrer Liaison als Reihenglieder und Grenze nicht abge- 
schnitten erschien. Sieht man genauer zu, worauf dies beruht, 
so bemerkt man, dass hiefür die Aehnlichkeit zwischen dem 
Grösser-Kleiner rationaler Strecken und dem Grösser-Kleiner 
von Strecken überhaupt entscheidend war. So lange nämlich 
das abstufbare Merkmal, auf welches sich die in Rede ste- 
hende Grenze der rationalen Näherungswerthe jener Hypote- 
nuse — in moderner Zahlbezeichnung: dem Näherungswerthe 
von ]/2 — bezieht, blos streng das Grössenverhältnis, wie es 
zwischen rationalen Werthen besteht, ist, kann niemals die irra- 
tionale Hypotenuse als Grenze ihrer rationalen Näherungswerthe 
aufgefasst werden. Der Begriff einer Grenze, wie er durch die 
obige Definition fixirt worden ist, erlaubt dies nicht, weil der- 
selbe, falls das abstufbare Grenzmerkmal, worauf sich die 
Grenze bezieht, die Grösse der Reihenglieder ist, (wie es im 
vorliegenden Beispiele der Fall ist), ganz bestimmte Beziehungen 
zwischen dieser und der Grösse ihrer Grenze erheischt; von 
solchen Beziehungen kann aber nicht die Rede sein, solange 
man nur ein Grössenverhältnis kennt, welches wohl auf die 
Reihenglieder selbst passt, aber dieselben mit ihrer Grenze zu 
vergleichen nicht gestattet. Solange die Sachlage die eben be- 
schriebene ist, muss man sagen, dass jene Näherungswerthe 
keine Grenze besitzen. Die Sachlage wird aber erst dann eine 
andere, wenn das Grenzmerkmal variirt, nach der Terminologie 
des vorigen Capitels können wir präciser sagen : „nach aussen" 
variirt, erweitert wird ; fungirte als Grenzmerkmal vordem blos 
das Grössenverhältnis zwischen rationalen Strecken, so geht das- 
selbe nunmehr fast unmerklich über in ein allgemeineres Grössen- 
verhältnis, das zwischen Strecken überhaupt bestehen soll. 
Nun ist es, da Grenze ein mit Bezug auf ein abstufbares Merk- 
mal Relatives war, nicht zu verwundern, dass mit Abänderung 
eines solchen abstufbaren Merkmals eine Grenze möglich wird, 
wo vordem keine bestand. Dieser Umstand ist, nebenbei be- 
merkt, abermals geeignet, die Bedeutung, welche die im vorigen 
Capitel ausführlich erörterte Begriffsvariation speciell für unser 
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Thema hat. scharf hervortreten zu lassen: es erweist sich 
diese Variation als ein wichtiges Werkzeug zur Schöpfung von 
Grenzen an Stellen, wo solche unmittelbar nicht gegeben sind. 
Und es lässt sich jetzt einsehen, woran es lag, dass die be- 
griffliche Verschiedenheit, welche in unserem Beispiele zwischen 
den Reihengliedem und ihrer Grenze bestand, der Grenzbe- 
ziehung selbst nichts verschlug: es lag dies daran, dass jene 
Verschiedenheit gering genug war, um eine entsprechend ge- 
ringe Variation des Grenzmerkmals zuzulassen, — eine Varia- 
tion, durch welche die Vergleichbarkeit der Beihenglieder mit 
einander nicht gestört und diejenige der Beihenglieder mit ihrer 
Grenze neu eingeführt wurde. 

Es war für die Entdeckung des Irrationalen wesentlich, dass 
die Grenze einer gewissen Folge rationaler Strecken, wiewohl 
nicht selbst eine rationale Strecke, so doch ein, einer rationalen 
Strecke überaus Aehnliches darstellte, und dass ebenso das 
Grössenverhältnis, wie es als zwischen rationalen Strecken be- 
stehend längst bekannt war, sein zum Verwechseln ähnliches 
Seitenstück an dem Grössenverhältnis hatte, wie es nunmehr 
zwischen Strecken überhaupt (rationalen und irrationalen) con* 
statirt werden konnte. In der That dürfte z. B. kein Mathe- 
matiker des Alterthums den begrifflichen Unterschied, der 
zwischen dem Grösser-Eleiner rationaler Strecken und dem 
Grösser^Eleiner von Strecken schlechtweg besteht, überhaupt 
bemerkt haben. Die Gepflogenheit der griechischen Mathe* 
matik, auch schon die rationalen Zahlen nicht als abstracte 
Zahlen, sondern als lineare Grössen anzusehen, begünstigte die 
Entdeckung des Irrationalen darum, weil man hiemit das Glück 
hatte, Bepräsentanten der Zahlen auf einem Gebiete zu besitzen, 
das darnach angethan war, der Arithmetik mehr zurück zu erstat- 
ten, als es von ihr empfing. Die Sachlage war so, wie wenn man 
zu einer Zeit, da man die rationalen oder gebrochenen Zahlen 
noch nicht kannte, als Bepräsentanten der ganzen Zahlen 
gleichfalls Strecken gewählt hätte, die als Vielfache einer Ein- 
heitsstrecke auf einer Geraden aufzutragen waren; und wenn 
man nun entdeckt hätte, dass auch zwischen zwei aufeinander* 
folgenden Vielfachen der Einheitstrecke Gegenstände existiren, 
welche das Ansehen von Strecken haben, sowie, dass zwischen 
diesen Gegenständen und den ganzen Vielfachen der Einheit- 
strecke eine Grössenbeziehung besteht, welche derjenigen, die 
man als zwischen jenen ganzen Vielfachen selbst bestehend bereits 
kannte, überaxis ähnlich ist. Man kann sich auf diese Weise, 
also damit, dass man auch die Bepräsentanten der ganzen 
Zahlen auf dem fruchtbaren Gebiete der geometrischen Grössen 
afufsucht, die Entdeckung der rationalen Zahlen ganz analog 
erfolgend denken, wie wir oben diejenige des Irrationalen ab 
zu Stande kommend aufzeigten, und der Unterschied, der 
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zwischen diesen beiden Fällen besteht, ist nur der, dass die 
Entdeckung der rationalen Zahlen, unserer gemeinen Brüche, 
auf das Gebiet der uns klar bewussten geometrischen Grössen 
nicht derart angewiesen ist, wie die weit feinsinnigere Betrach- 
tungen erfordernde Entdeckung des Irrationalen : — kann doch 
auch die Theilung von Aepfeln und Birnen, und nicht blos 
von Linien zur Conception der gebrochenen Zahlen anregen l 
Man wird übrigens die Bedeutung, welche- dem Gebiete der 
geometrischen Grössen für die Entdeckung und den Nachweis 
der Realität des Irrationalen zukommt, voll und ganz erst 
dann würdigen, wenn man zusieht, auf welch mühsam vermit- 
telte, wiewohl tadellos strenge Weise die analogen Resultate 
dann erzielt werden, wenn man — dem modernen Grundsatze : 
Arithmetioa arithmetice ! ^) huldigend — eine abstract zahlen- 
mässige Einführung nun nicht mehr: des Irrationalen, sondern 
genauer: der irrationalen Zahl anstrebt. 

Wenn man das hohe Entzücken ermisst, welches die Ent- 
deckung des Irrationalen hervorrief; ein Entzücken, dessen 
Abklang noch auf uns gekommen ist in einem alten Scholion 
zum zehnten Buche der Euklidischen Elemente, in welchem 
es — man schreibt die Stelle dem Proklus zu — heisst: „Man 
sagt, dass derjenige, welcher zuerst die Betrachtung des Irrar 
tionalen aus dem Verborgenen in die Oeffentlichkeit brachte, 
durch einen SchiiBFbruch umgekommen sei, und zwar, weil das 
Unaussprechliche und Bildlose immer verborgen werden sollte, 
und dass der, welcher von Ungefähr dieses Bild des Lebens^) 
berührte und aufdeckte, in den Ort der Mütter versetzt und 
dort von ewigen Fluten umspült wurde.*®)*' Solche Ehrfurcht 
hatten diese Männer vor der Theorie des Irrationalen ; — und 
wenn man hiemit die moderne Art, die irrationale Zahl syste- 
matisch zu rechtfertigen, vergleicht, so - kann man sich der 
Empfindung kaum erwehren, dass auch hier ein Stück entseelt 
ten Griechenthums vorliege, 

Ach! von jenem lebenswarmen Bilde 
Blieb nur das Gerippe mir zuriiok. . . 

um das der Dichter nur. darum nicht klagt, weil keine poeti^ 
sehe Kraft hinreicht, die subtilen Elemente, um die es sich 
hier handelt, im Spiele der Phantasie zu verflüssigen und weil 
darum diese Angelegenheit nur Wenigen — die pythagorei- 
sche Schule hat zu diesen Wenigen gehört — Herzenssache 
sein kann. 

Noch Newton hatte die reelle, d. h. rationale oder irra* 
tionale Zahl als das Verhältnis zweier gleichaiiiiger Grössen, 
das nun entweder eine ganze oder eine gebrochene oder end* 
lieh eine irrationale Zahl ergeben könne, definirt'*); da aber 
mindestens die letzte unter diesen drei Eventualitäten nur auf 
den Fall zugespitzt ist, dass jene Grössen linearer Natur sind 
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{wie denn z. B. das Verhältnis zwischen der Hypotenuse und 
der Kathete des gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecks ein 
irrationales ist), so liegt hier noch keine von der altgriecbischen 
wesentlich verschiedene, noch keine streng arithmetische Ein- 
führung der irrationalen Zahl vor. Eine solche ist erst in un- 
seren Tagen und zwar auf mehrfache Weise (durch Wei er- 
st rass, Dedekind und G. Cantor) bewerkstelligt worden. 
Ich stelle vorerst diese drei Einführungsweisen so gemeinfass- 
lieh dar, als ich es, ohne der Präcision der Begriffe etwas zu 
vergeben, vermag, und knüpfe erst an das gesammte, damit zur 
Stelle gebrachte Material diejenigen Baisonnements an, welche 
mir durch den Sinn meiner allgemeinen erkenntnistheoretischen 
Aufgabe geboten erscheinen. 

Die Dede kindische Einflihrungsweise ^2) kann man sich 
durch zwei geometrische Beobachtungen angeregt denken ; die eine 
besteht darin, dass jeder Punkt auf einer Geraden alle Punkte 
derselben in zwei Classen theilt, die so beschaffen sind, dass 
jedes Exemplar (Punkt) der einen Classe links von jedem der 
anderen oder was dasselbe besagt, jedes Exemplar der letzteren 
rechts von jedem der ersteren gelegen ist; die andere besteht 
in der Umkehrung der eben genannten und besagt somit, dass, 
wenn eine Eintheilung sämmtlicher Punkte einer Geraden in 
zwei Classen von der angegebenen Beschaffenheit stattfindet, 
ein Punkt der Geraden existirt, welcher diese Eintheilung be- 
wirkt. Von dieser Anregung, deren als solcher man sich nicht 
zu schämen braucht, gilt es sich frei zu machen, sobald man 
Werth darauf legt, dass die Einführung der irrationalen Zahlen 
von geometrischen Hilfisvorstellungen unabhängig erfolge. Dies 
geschieht, indem man versucht, jene auf die Punkte einer Ge- 
raden bezüglichen geometrischen Beobachtungen auf das Gebiet 
der rationalen Zahlen zu übertragen. Hier Hegt nun ein Anar 
logon der ersten Beobachtung darin vor, dass eine jede einzelne 
rationale Zahl das Gebiet aller rationalen Zahlen in zwei Classen 
theilt, die so beschaffen sind, dass jedes Exemplar der einen 
Classe kleiner ist als jedes der anderen; hiebei kann die ein- 
zelne rationale Zahl, welche eine solche Eintheilung, die De- 
dekind einen „Schnitt** nennt, bewirkt, entweder als grösstes 
Exemplar zu der einen oder als kleinstes zu der anderen Classe 
gerechnet werden. Will man nun aber auch die zweite jener 
Beobachtungen auf das Gebiet der rationalen Zahlen übertragen, 
80 erweist sich die versuchte Analogie zwischen den Punkten 
einer Geraden und den rationalen Zahlen nicht als stichhältig: 
während nämlich jeder Schnitt von Punkten einer Geraden 
selbst wieder als durch einen Punkt der Geraden bewirkt zu 
denken ist, gibt es Schnitte der rationalen Zahlen und zwar 
zahllose solche Schnitte, welche nicht selbst durch eine rationale 
Zahl bewirkt werden. In der That entspringen schon der Auf- 
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forderting: man solle, wenn D irgend eine positive rationale 
Zahl; die nicht selbst das Quadrat einer ganzen Zahl ist; be- 
zeichnet, das Gebiet aller rationalen Zahlen so in zwei Classen 
getheilt denken, dass in die eine Classe alle rationalen Zahlen 
gehören, deren Quadrat grösser ist als D und in die andere 
Olasse alle übrigen rationalen Zahlen, — es entspringen, sage 
ich, schon dieser doch noch sehr speciellen Aufforderung unend- 
lich viele Beispiele von Schnitten, (so viele als es von einander 
verschiedene Zahlen D der erheischten Beschaffenheit gibt), von 
denen allen sich leicht nachweisen lässt, dass keiner derselben 
durch eine rationale Zahl hervorgebracht wird. Von solchen 
Schnitten gilt im Gegensatze zu den durch rationale Zahlen 
hervorgebrachten, dass weder die Classe der kleineren Zahlen 
eine grösste, noch die der grösseren Zahlen eine kleinste be- 
sitzt. Thut man aber den entscheidenden Schritt und 
sieht auch diejenigen Schnitt e, welche nicht durch 
rationale Zahlen bewirkt werden, als je eine Zahl, 
und zwar natürlich eine nicht-rationale, eine „irrationale" Zahl 
definirend an, so wird jener Analogiebruch vermieden : nun wird 
ein jeder Schnitt rationaler Zahlen geradeso stets durch eine 
Zahl, die aber jetzt rational oder irrational sein kann, be- 
wirkt, wie jeder Schnitt von Punkten einer Geraden stets durch 
einen Punkt der Geraden bewirkt wird; und nun wird auch 
von einem durch eine irrationale Zahl hervorgebrachten Schnitte 
es gelten, dass (eben in dieser Zahl) entweder die Classe der 
kleineren Zahlen eine grösste oder die Classe der grösseren 
Zahlen eine kleinste besitzt, geradeso, wie dies bei einem durch 
eine rationale Zahl hervorgebrachten Schnitte der Fall war. 

Wie in der hiemit gelieferten allgemeinen Definition der 
irrationalen Zahlen vermöge solcher Schnitte des Systems aller 
rationalen Zahlen, welche nicht selbst durch rationale Zahlen 
bewirkt werden, die schüchternen historischen Erstlinge des Ir- 
rationalen, die wir früher kennen gelernt haben, mitenthalten 
sind, leuchtet wohl ohneweiters ein: stellen sie doch innerhalb 
des gleichfalls schon sehr speciellen Beispieles irrationaler 
Schnitte, das oben angeführt wurde, selbst wieder nur eine 
verschwindende Anzahl von Specialfällen dar (voran den Fall 
der Hypotenuse des gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecks: 
D = 2; dann die nach Piaton' s Angabe '®) zuerst von Theo- 
dorus von Kyrene behandelten Fälle D= 3, 5, u. s. w. 
bis zu D=17). Hingegen könnte es als ein befremdlicher 
Passus der obigen Darstellung erscheinen, dass durch gewisse 
Schnitte des Systemes rationaler Zahlen — Schnitte, welche 
keine unter den bisher bekannten rationalen Zahlen reprä- 
sentiren — nun selbst neue, irrationale Zahlen als erzeugt an- 
gesehen werden sollen ; hier scheint ein Willküract vorzuliegen, 
der sich schon gegen die blosse Frage nach seiner Berechtigung 
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sträubt. Und doch ist diese Frage unausweichlich; da wohl 
Niemand sich beifallen lassen wird, das £rstbeste in der Welt 
als Zahl zu proclamiren : es wäre sonst leicht durch die Schöpfung 
neuer Zahlarten den Charakter eines hervorragenden Arithme- 
tikers zu erwerben. Die Auflösung dieses Bedenkens wird nun 
zwar derjenige, der unseren bei früherer Gelegenheit vorge- 
brachten Ausführungen über das „Princip von der Permanenz 
der formalen Gesetze'' gefolgt ist, bereits errathen haben; es 
mag aber, um keinem Missverständnis Raum zu geben, hier 
nochmals erwähnt werden, dass für die Ansehung jener irra- 
tionalen Schnitte als Zahlerzeuger die Möglichkeit massgebend 
gewesen ist, vermöge dieser Schnitte in ungezwungener Weise 
auf die durch sie erzeugten Zahlen dieselben Grössenbeziehungen 
(des Grösser — Kleiner — Gleich)**) und Rechnungsgesetze '^)y 
(der Addition, Subtraction u. s. w.) auszudehnen, welche als ftir die 
rationalen Zahlen geltend schon von früher her bekannt sind. 
Die Weierstrass'sche Einführungsweise der irrationalen 
Zahl, ^^) zu der ich jetzt übergehe, kann man sich durch die Be- 
obachtung angeregt denken, dass jede gegebene lineare Grösse 
derart in rationale Bestandtheile (Hälften, Viertel u. dgl. m.) 
zerlegt werden kann, dass einerseits der Inbegriff dieser Be- 
standtheile kein endlicher ist, dass aber anderseits immer schon 
eine endliche Vielheit solcher Bestandtheile genügt, um jene 
Grösse in beliebigem Ausmasse zu erschöpfen. Ich erwähne 
hier, wie bei der Besprechung der anderen Einführungsweisen 
der irrationalen Zahl, die Anregung, welche zu der jeweilig in 
Rede stehenden Einführungsweise geführt hat^ weil ich glaube, 
dass hiedurch das Verständnis derselben am sachgemässesten 
vermittelt werde; aber hier, wie in den beiden anderen Fällen, 
muss Gewicht dai*auf gelegt werden, dass die schliessliche Ein- 
führung einen selbständigen, von aller Rücksicht auf jene An- 
regung freien, rein arithmetischen Sinn habe. Im vorliegenden 
Falle wird dies dadurch erreicht, dass von einem unendlichen 
Inbegriffe rationaler Zahlen ausgegangen wird, der so beschaffen 
ist, dass jede aus einer endlichen Anzahl von Elementen des- 
selben gebildete Summe kleiner als eine angebbare Zahlen- 
grosse d. h. endlich ist; hierin liegt zugleich implicirt, dass jedes 
einzelne jener Elemente endlich sein müsse und dass keines un- 
endlich oft in dem Inbegriffe vorkommen dürfe. Man wird zu- 
geben, dass dieser Ausgangspunkt auf die oben angeführte An- 
regung zurückweise, dabei aber doch unabhängig von derselben 
sehr wohl verständlich sei. Nun wird durch einen Inbegriff der 
angegebenen Art eine Zahl als definirt angesehen, ebenso wie 
durch einen Dedekind'schen Schnitt eine Zahl definirt 
wurde; genauer genommen wäre zu sagen, dass an jenem In- 
begriffe, wie an diesem Schnitte Etwas als Zahlenmässiges durch 
successive Bestimmungen darüber, wann ein solches Zahlen- 



— 145 — 

massige demjenigen eines anderen Inbegriffes gleich, wenn es 
grösser, wenn es kleiner sei u. s. w., herausgeschält werde. 
Diese Andeutung, die ich später noch weiter ausführen werde, 
zeigt nun schon die Richtung an, in welcher — übrigens ganz 
analog, wie in dem Falle der De dek indischen Einführungs- 
weise — die weitere Ausstattung des Begriffes der irrationalen 
Zahl durch Weierst ras s erfolgt. Es werden die durch zwei 
Inbegriffe A und B der oben angegebenen Art definirten Zahlen : 
a und b dann einander gleich genannt, wenn jeder Bestandtheil 
von A auch in B und umgekehrt auch jeder Bestandtheil von 
B in A enthalten ist; es wird a grösser als b dann genannt, 
wenn es einen Bestandtheil von A gibt, der in B nicht 
enthalten ist, während es keinen Bestandtheil von B gibt, der 
nicht in A enthalten wäre; im entgegengesetzten Falle heisst 
a kleiner als b. Hiebei gilt m als ein Bestandtheil des Inbe- 
griffes M nicht nur dann, wenn m von Vornherein und ex- 
plicite in M vorkommt, sondern auch dann, wenn eine endliche 
Anzahl von Elementen des M so transformirt werden kann, 
dass nach dieser Transformation in M m und ausserdem 
noch andere Elemente vorkommen. Es werden hierauf die 
arithmetischen Grundoperationen der Addition, Subtraction, 
Multiplication und Division für die neuen Zahlen so definirt, 
dass die Resultate dieser Operationen abermals Zahlen 
derselben Art sind und dass bei der Anwendung dieser Ope- 
rationen auf die neuen Zahlen dieselben Gesetze (das associa- 
tive, commutative und distributive) gelten, wie sie für die ana- 
logen Beziehungen der rationalen Zahlen gegolten haben. Durch 
die vorstehenden Erklärungen ist nun bereits Das, was an dem 
zu Grunde gelegten unendlichen Inbegriffe als sein Zahlen- 
massiges angesehen werden soll, soweit bestimmt, dass man be- 
weisen kann: es haben die Theilsummen Si, S2, . . . . Sn je- 
weilig sovieler Elemente unseres Inbegriffes, als der Index des 
betreffenden S angibt, jenes Zahlenmässige zur Grenze; und 
auch umgekehrt beweisen kann: wenn die S,, S2, . . Sn eines 
unendlichen Inbegriffes positiver rationaler Zahlen a,, a2,. . .a-n ... 
eine Grösse G zur Grenze haben, so stellt G das Zahlenmässige 
dieses Inbegriffes im oben angegebenen Sinne dar. Nun er- 
weist sich also, da die Theilsummen Si, S^,. . .Sn,. . . somit eine 
Grenze besitzen, und diese Grenze nichts Anderes ist, als jenes 
Zahlenmässige, auf dessen Definition wir ausgingen, diese Grenze 
als die durch unseren unendlichen Inbegriff definirte Zahl. 
Und man kann diese Grenze zutreffend auch als Summe der 
unendlich vielen Elemente unseres Inbegriffes bezeichnen, weil 
die Eigenschaften einer Summe endlich vieler Elemente : 
aUe Summanden als Bestandtheile zu enthalten; so beschaffen 
zu sein, dass jeder Theil der Summe schon durch eine endliche 
Anzahl von Summanden gebildet wird u. Sc w., auch von jener 

Kerry, System einer Theorie der Grenzbegriffe. \() 
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Grenze erfüllt werden. Es kann also die irrationale Zahl der 
W ei erstras Besehen Observanz auch als eine Summe im er- 
weiterten Sinne des Wortes aufgefasst werden, und zwar darum, 
weil hier die begriffliche Determination der einzuführenden Zahl 
die Existenz jener Grenze von Theilsummen und damit die 
Realität des Begriffes der Gesammtsumme verbürgt. Man be- 
merkt übrigens — und ich habe bereits früher angekündigt, 
dass ich keine Gelegenheit, bei der ich hierauf aufmerksam 
machen kann, versäumen wolle — , dass die eben dargestellte 
Erweiterung des Summenbegriffs abermals an dem Unterschiede, 
den wir durch die Schlagworte „subjectiv" und „objectiv** zu be- 
zeichnen pflegen, hänge. Käme es hinsichtlich der Realität des 
Begriffes einer »Summe blos auf unsere subjective Fähigkeit zu 
addiren an, so wäre der Begriff einer Summe von unendlich 
vielen Posten ein widerspruchsvoller Begriff, dem darum auch 
keine Realität zuzusprechen wäre: weil aber dafür, dass eine 
Summe eine ganz bestimmte Grösse sei, blos das objective Ent- 
haltensein gewisser Grössen in derselben massgebend ist, so kann 
jenes Bedenken einer Summe von unendlich vielen Posten eben- 
sowenig als einer solchen von endlich vielen bedrohlich werden. 
Ich komme übrigens auf diesen Punkt bei der Erörterung des 
Begriffes der Gleichheit irrationaler Zahlen noch kurz zurück. 
Der We ierstrass'schen nahe verwandt ist die letzte der 
zu betrachtenden, die G. Cantor'sche Einführungsweise,^^) der 
sich u. A. auch E. Heine, Lipschitz und Stolz ange- 
schlossen haben. Ich beginne die Darstellung dieser Einfüh- 
rungs weise abermals mit der Nennung desjenigen Umstandes, 
welcher derselben hauptsächlich zur Anregung gedient haben 
dürfte, und glaube diesmal die Beschränktheit der Bedeutung 
dieser Anregung nicht nochmals hervorheben zu müssen. Jene 
Anregung ist abermals eine geometrische und sie besteht darin, 
dass eine Folge von auf einer Geraden befindlichen Strecken 
mit gemeinsamem Anfangspunkte sich einer Strecke als Grenze 
dann nähert, wenn, sobald ein Längenunterschied von beliebiger 
Kleinheit vorgelegt wird, eine Stelle jener Folge angegeben 
werden kann, von der angefangen, die Entfernung der End- 
punkte von je zwei Strecken derselben weniger, als jener Unter- 
schied beträgt. Das abstutbare Merkmal, worauf sich das Grenze- 
Sein hier bezieht, ist die Länge einer Strecke und eine Strecke 
G ist hinsichtlich dieses Merkmals Grenze einer Folge anderer 
Strecken dann, wenn — wie dies auch aus dem allgemeinen Be- 
griffe der Grenze folgt — für jeden beliebig kleinen Betrag d des 
Längenunterschiedes (der selbst eine Strecke ist) es eine Stelle 
der Folge gibt, von der angefangen sich sämmtliche Glieder der- 
selben von G um weniger als d unterscheiden. Eine solche Folge 
von Strecken, die sich einer Grenzstrecke nähern — natürlich 
kann es sich hier nur um eine unendliche Folge handeln — , 
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war es z. B. auch, welche die griechischen Mathematiker bei 
ihrem Versuche, die Hypotenuse des gleichschenklig recht- 
winkligen Dreiecks durch eine der Katheten desselben messend 
auszuwerthen, erhalten mussten; sie näherten sich der Hypotenuse 
durch eine Folge von Strecken, weldhe aus der Streckeneinheit 
und genauen Theilen derselben zusammengesetzt waren, also 
durch eine Folge rationaler Strecken. Ersetzt man nun 
vorerst die Strecken einer solchen Folge durch rationale Zahlen, 
so hat man abermals eine unendliche Folge rationaler Zahlen 
vor sich, wie eine solche auch der Wei er st rassischen Ein- 
führungsweise der irrationalen Zahl zu Grunde lag; überträgt 
man ferner auch diejenige geometrische Eigenschaft einer Strek- 
kenfolge, von der die Existenz einer Grenzstrecke abhängig er- 
kannt wurde, ins Arithmetische, so wird jene unendliche Folge ra- 
tionaler Zahlen zu einer von Cantor sog. Fund amental reihe, 
deren Definitionseigenschaft die ist, dass bei Vorlegung einer 
beliebig kleinen rationalen Zahl e eine endliche Anzahl von Glie- 
dern der Folge so abgeschieden werden kann, dass die übrig 
bleibenden paarweise einen Unterschied haben, der seiner abso- 
luten Grösse nach kleiner ist als s. In dieser Definitionseigenschaft 
liegt der Unterschied der vorliegenden von der W ei erst rassi- 
schen Einführungsweise involvirt. Der weitere Gedankengang 
ist bei der in Rede stehenden Einführungsweise derselbe, wie 
bei den anderen Einführungs weisen, die wir erörtert haben, 
und wie überhaupt bei der Einführung irgend einer neuen Zahl- 
art. Es wird durch eine Fundamentalreihe ai, ag,... an,.... 
eine Zahl b als definirt angesehen, indem durch Festsetzungen 
über die Grössenbeziehungen einer solchen Zahl zu anderen 
ihresgleichen und zu den rationalen Zahlen und durch weitere 
Festsetzungen über die Art, wie mit b gerechnet werden soll, 
das Zahlenmässige einer Fundamentalreihe bestimmt wird. Es 
heisst nun das obige b einem durch die Fundamentalreihe a'^ 
a'a, ...a'n, • . . definirten b' dann gleich, wenn die Differenz 
an — an' mit wachsendem n kleiner wird, als jede beliebig kleine 
rationale Zahl s; b heisst grösser als b', wenn diese Differenz 
von einem gewissen n an stets grösser bleibt, als eine gewisse 
rationale Grösse s und b heisst kleiner als b', wenn die umge- 
kehrte Differenz an' — an von einem gewissen n an stets grösser 
bleibt als s. Die analogen Beziehungen zwischen b und einer 
rationalen Zahl a ergeben sich ohneweiters, wenn man bedenkt, 
dass eine jede solche Zahl a als Fundamentalreihe mit sich 
stets gleich bleibenden Gliedern, also als : a, a, . . . a, . . . an- 
gesehen werden kann. Endlich werden die Elementaroperationen 
der Addition, Subtraction u. s. w. für die neuen Zahlen de- 
finirt, indem z. B. die Summe von b und b' der durch die 

Reihe (ai-j-a-i')? ^^s+^O) (an+anO) • • •> von welcher sich 

gleichfalls nachweisen lässt, dass sie eine Fundamentalreihe ist, 

10* 
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definirten Zahl gleichgesetzt wird^^). Nun erst tritt als ein 
beweisbarer Satz der auf, dass das durch die vorstehenden 
Bestimmungen fixirte Zahlenmässige b einer Fundamentalreihe 
Grenze ihrer Glieder aj , 8.3, ... an; • . . ist, d. h. dass b — an mit 
wachsendem n dem absoluten Betrage nach kleiner wird als 
jede beliebig kleine rationale Zahl. Cantor knüpft an die 
Erwähnung dieses Umstandes die ausdrückliche Bemerkung, 
dass man somit nicht etwa erst die irrationale Zahl ^ durch 
einen Grenzprocess zu gewinnen (brauche), sondern vielmehr 
im Gegentheil durch ihren Besitz von der Thunlichkeit und 
Evidenz der Grenzprocesse allgemein überzeugt (werde) "^^) ; und 
er illustrirt diese Bemerkung durch den Hinweis darauf, dass 
nun auch die Existenz einer Grenze jeder Fundamentalreihe 
(d. h. auch einer solchen, die nicht, wie die bisher betrachteten, 
blos aus rationalen, sondern aus beliebigen irrationalen Zahlen 
gebildet ist), eines strengen Nachweises fehig werde.^«) 

Auf die mathematischen Vorzüge und Nachtheile jeder dieser 
drei Einführungsweisen habe ich hier nicht einzugehen. Es 
obliegt mir hier nur ihr Gemeinsames derart zu fixiren, dass 
die erstrebte Vergleichung desselben mit der antiken Conception 
des Irrationalen müglich wird. 

Wir sehen, dass sämmtliuhe modernen Einführungen der 
irrationalen Zahl mit einer Erweiterung des Oberbegriffs der 
Reihenglieder, als deren Grenze die irrationale Zahl nachmals 
erscheint, gleich einsetzen: sobald die Eigenschaft rationaler 
Zahlen Schnitt des Systems aller rationalen Zahlen, oder auch 
Summe unendlich vieler Posten oder endlich Fundamentalreihe 
zu sein (für die beiden letzteren Auffassungen war auch die 
Darstellung gewisser rationaler Zahlen in Form periodischer 
Decimalbrüche bedeutsam) als Definitionseigenschaft derselben 
festgehalten und deren übrige Eigenschaften als unwesentlich 
angesehen wurden, war jene Erweiterung bereits vollzogen. 
Nun fiel unter den so erweiterten Begriff, wie wir gesehen 
haben, auch die irrationale Zahl; hiemit war Homogeneität 
zwischen den Reihengliedern und dem, was sich künftig als 
Grenzgegenstand derselben erweisen sollte, hergestellt. Eine 
analoge Erweiterung erfuhr der Begriff des abstufbaren Merk- 
mals, auf welches sich die gesuchte Grenze des vorliegenden 
Falles bezog: indem die Grössenbeziehungen, wie sie einmal 
zwischen den irrationalen Zahlen untereinander, und dann zwi- 
schen diesen und den rationalen Zahlen walten, definirt werden, 
wird die erforderliche Vergleichbarkeit zwischen den rationalen 
Zahlen und ihrer irrationalen Grenze gesichert. Schon diese 
ihres systematischen Rechtes bewusste Art, mit Begriffserweite- 
rungen sozusagen offensiv vorzugehen, bildet einen scharfen 
Gegensatz zu der Passivität der griechischen Mathematik, 
welche die Ergebnisse solcher Begriffserweiterung als ein Ge- 
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schenk hinnahm, wo die Anschauung gnädig genug war die*- 
selben darzubieten (wie es bei ihrer Conception des Irrationalen 
insofern, als Hypotenuse und Kathete des gleichschenklig recht- 
winkligen Dreiecks für die Anschauung von vornherein als 
homogene und vergleichbare Strecken sich darstellten, der Fall 
war), welche aber weit entfernt davon war, auch ohne Unter- 
stützung der Anschauung sich auf das eminent moderne Variiren 
der Begriffe nach aussen einzulassen. Nur eine Consequenz 
hievon ist u. A. auch der erwähnte Umstand, dass den Grie- 
chen das Irrationale noch keine Zahl war: die Erweiterung des 
Zahlbegriffs war eben kaum bis zu den rationalen, geschweige 
bis zu den irrationalen Zahlen vorgedrungen. 

Die irrationale Zahl nach moderner Auffassung erscheint 
nicht selbst als Schnitt, als Summe unendlich vieler Posten, als 
Fundamentalreihe, sondern als etwas an einem Schnitte, an 
jener unbegrenzten Summe, an einer Fundamentalreihe: als 
was, das leuchtet eben aus den Definitionen der Grössen- 
beziehungen und der Kechnungsoperationen ein, welche für die 
irrationale Zahl gegeben werden, und welche uns auf indirecte 
Weise darüber belehren, was uns an jenen Substraten derselben 
interessirt und was daran uns gleichgiltig ist. Die Sache steht 
hier nicht anders, wie wenn an einem Inbegriffe von Gegen- 
ständen z. ß. von Aepfeln das Anzahlmässige definirt werden 
sollte und man erklärte: dieses Anzahlmässige sei an dem Inbe- 
griffe dasjenige, was man, wie man ihn auch verändere, an ihm 
nicht verändern dürfe, falls die gegenseitig - eindeutige Zu- 
ordenbarkeit seiner Gegenstände zu denen eines anderen Inbe- 
griffes, die — so wollen wir voraussetzen — vor jenen Ver- 
änderungen bestanden haben möge, auch nach denselben fort- 
bestehen soll. Man hätte, indem man hiemit eigentlich nur 
angab, wann das Anzahlenmässige des einen demjenigen des 
anderen Inbegriffes gleich zu nennen sei, implicite darauf auf- 
merksam gemacht, welche Momente an einem Inbegriffe für 
sein Anzahimässiges in Betracht kommen und welche nicht : — 
nach der letzteren Hinsicht würde man z. B. bemerken, dass 
die Anordnung der Gegenstände des Inbegriffes irrelevant sei, 
da durch sie jene Zuordenbarkeit nicht beeinflusst wird. Im 
Falle des Irrationalzahlmässigen ist wohl das Substrat der Zahl 
ein complicirteres, und auch ein weit specielieres, als im Falle 
des Anzahlmässigen, das an allem Möglichen ein Substrat hat: 
aber die Bestimmung des Zahlenmässigen an den beiderlei Sub- 
straten erfolgt analog. Auch an dem Substrate der Irrational- 
zahl ist nicht Alles für die Bestimmung derselben gleich wichtig. 
Fasst man als solches Substrat den De dek indischen Schnitt 
auf, so ist zu bemerken, dass an einem solchen l^clmitte für 
die durch ihn delinirte Zahl eigentlich nar die rationalen Nach- 
barwerthe in Betracht kommen, hinter welchen die Un«!»ndlich- 
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keiten der über diese hinausliegenden grösseren und kleineren 
Zahlen an Bedeutsamkeit zurückstehen ; dass vollends, wenn man 
die Wei erst rassische und Cantor'sche Einfübrungsweise 
berücksichtigt, nicht Alles an einer unbegrenzten Summe oder 
an einer Fundamentalreihe deren Irrationalzahlenmässiges sein 
kann, geht schon daraus hervor, dass dieselbe Irrationalzahl 
durch ganz verschiedene solche Summen und Reihen definirt 
gedacht werden kann: — ganz analog, wie z. B. auch eine 
Anzahl, etwa die Anzahl Fünf sowohl an fünf Aepfeln, wie an 
fünf Glockenschlägen, wie überhaupt, wenn der Ausdruck er- 
laubt ist: an allen Fünfheiten der Welt ein Substrat hat. 

Man erkennt leicht, dass alle Aussagen über irrationale 
Zahlen, mögen sie nun unmittelbare Grössenbeziehungen dieser 
Zahlen betreffen oder Ergebnisse mehr oder minder verwickelter 
Rechnungen mit ihnen darstellen, nichts Anderes sind und sein 
können, als verdichtete Aussagen über rationale Zahlen.^^) Wie 
erstaunlich weit diese Verdichtung gehen könne, ist für Jeden, 
der den Aeusserungen der Oekonomie unseres Denkens ein 
über die Constatirungen trivialster Fälle derselben hinausreichen- 
des Interesse entgegenbringt, überaus bemerkenswerth. Dass 
somit die Aussagen über irrationale Zahlen concentrirteo Aus- 
sagen über rationale Zahlen aequivalent sind, kann aber keinen 
Vorwurf gegen die irrationalen Zahlen begründen, der nicht 
auch die rationalen Zahlen mitbeträfe : denn auch alle Aussagen 
über rationale Zahlen lassen sich als verdichtete Aussagen nun 
weiterhin über ganze Zahlen auffassen. Man bemerkt demnach, 
dass eine Ausbeutung jener Thatsache, wonach die Aussagen 
über irrationale Zahlen auf solche über rationale reducirbar 

sind, zu Ungunsten, genauer: zur Abschaffung der irrationalen 
Zahlenauf den Krön eck er 'sehen Standpunkt,^^^ Yon (jgjQ ^us 

überhaupt nur die ganzen Zahlen als eigentliche Zahlen ange- 
sehen werden, zurückführen würde. Und die Bedeutung dieses 
Standpunktes, von dem bereits einmal die Rede war, im Zu- 
sammenhange mit der Betrachtung der Irrationalzahl nochmals 
zu erörtern, liegt kein Anlass vor, da alle hieher gehörigen 
Fragen schon in der Lehre von den rationalen Zahlen ausge- 
tragen werden müssen. Hingegen ist die Betonung jener Re- 
ducirbarkeit unabhängig von der Absicht, sie im Krön ecke ra- 
schen Sinne auszubeuten, darum wichtig, weil nur von hier 
aus die Bedeutung, welche unserer Anerkennung der Existenz 
irrationaler Zahlen zukommt, einleuchtet. Die Existenzbehaup- 
tung: „es gibt irrationale Zahlen^' ist hienach in den anderen 
Existenzbehauptungen: „es gibt nicht-rationale Schnitte aller 
rationalen Zahlen^ oder auch: „es gibt unbegrenzte Summen 
rationaler Zahlen^ oder endlich: „es gibt Fundamentalreihen 
rationaler Zahlen" etwa so enthalten, wie die Existenzbehauptung: 
„es gibt etwas Rothes^ in der Existenzbehauptung: „es gibt 
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Zinnober" ; und sie stellt sich ihrem logischen Charakter nacfa^ 
als nicht wesentlich verschieden dar, von der Existenzbehauptung : 
„es gibt einen unendlich fernen Punkt," die, wie wir hörten, 
gleichfalls aufging in der Existenzbehauptung : „es gibt parallele 
gerade Linien." Die Existenz der irrationalen Zahlen erscheint also 
zurückgeführt auf die Existenz gewisser unendlicher Vielheiten : 
in welchem Sinne man aber diese letztere anerkennen dürfe 
und müsse, ist auseinandergesetzt worden. Und es ergibt sich 
hiemit als ein zweiter charakteristischer Gegensatz zwischen der 
antiken Auffassung des Irrationalen und der modernen Einführung 
der irrationalen Zahlen der: dass die erstere gar kein Interesse 
daran bekundet, sich auf jenes Minimum an Existenzbehaup- 
tungen zu beschränken; die moderne Bescheidenheit in diesem 
Punkte ist ihr völlig fremd und es entspricht ihrem Geiste, 
die Realität des Irrationalen an möglichst vielen Gegenständen 
zu erhärten. Hiemit hängt es zusammen, dass ihr auch der 
Ehrgeiz der heutigen Arithmetik, aus sich heraus die Existenz 
des Irrationalen zu verbürgen, fremd ist ; sie recurrirt zu diesem 
Behufe ausschliesslich auf geometrische Grössen, also auf Ge- 
gebenes einer gewissen Art, während es jener gelang, als Sub- 
strate der Irrationalzahlen selbst wieder Zahlen, in letzter Linie 
ganze Zahlen, also Producte psychischer Arbeit,^^) zu gewinnen. 
Hier liegt nun einmal ein methodischer Fortschritt vor, indem 
es vermieden wird, dass — mit Kant zu reden — die Grenzen 
verschiedener Disciplinen ineinanderlaufen; dann aber scheint 
es mir auch wesentlich zur Förderung des regnum hominis auf 
Erden beizutragen, wenn die Arithmetik — dieses ureigenste 
Werkzeug des menschlichen Geistes — sich von den Zufällig- 
keiten der äusseren Natur möglichst unabhängig zu gestalten 
und zu entwickeln vermag: sie wird hiedurch gefasster auf 
Alles, was an sie herantreten mag, passender lür künftige An- 
wendungsgebiete. Darin, dass die moderne Arithmetik im 
Gegensatze zur antiken den Existenznachweis des Irrationalen 
in ihr Gebiet hineinzieht, steckt somit ein bedeutsames Stück 
Culturgeschichte, das freilich populär zu machen ungemein 
schwer ist: wie sollte es aber auch anders sein, da über die in 
Rede stehenden Punkte selbst unter den Mathematikern noch 
keine vollständige Einigung erzielt worden ist? 

Wir hätten auf die Art, wie die Existenz der irrationalen 
Zahl erhärtet wird, vielleicht nicht so grosses Gewicht gelegt, 
wenn hiedurch nicht zugleich die Art, wie die Existenz der 
Grenzen gewisser Folgen nachgewiesen wird, mitbetroffen würde. 
Ein letzter Punkt, auf den eine philosophische Erwägung der 
oben beschriebenen Einführungsweisen der irrationalen Zahl 
vornehmlich zu achten hat, besteht nämlich darin, dass immer 
erst dann die Theilsummen der Summe unendlich vieler Posten 
oder die Fundamentalreihe, welche zur Definition der irrationalen 
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Zahl herangezogen wurden, als eine Grenze besitzend nachge- 
wiesen werden können, wenn wir diese Grenze schon vorher 
unter irgend einer Form — entweder als rationale Zahl oder 
aber als das der Grössenvergleichung und Kechnung bereits 
fähig befundene Irrationalzahlenmässige — kennen gelernt 
haben. Im Falle der beiden letzten Einftlhrungsweisen haben 
wir hierauf bereits ausdrücklich hingewiesen, da hier die Sub- 
strate der irrationalen Zahl zu der Frage nach der Grenze — 
bei Cantor: der Posten selbst, — bei Weierstrass: ihrer 
Theilsummen direct herausforderten. Aber auch im Falle der 
De de kindischen Einführung ist die Sachlage keine andere. 
Wir machten dort die Bemerkung, dass die durch den Schnitt 
definirte Zahl, ob sie nun rational oder irrational war, entweder 
die grösste Zahl der einen oder die kleinste der anderen Classe 
darstelle ; und dies besagt nichts Anderes, als dass die eine der 
beiden Schnittclassen in dieser Zahl eine Grenze besitze, die 
mit zu der Classe gehört, während die complementäre Schnitt- 
classe in derselben Zahl eine Grenze besitzt, die nicht mit zu 
der Classe gehört. Und wir bemerkten ferner, dass die durch 
einen irrationalen Schnitt bestimmten Classen, eine solche Grenze 
erst dann besitzen, wenn jener Schnitt eine neue Zahl definire. 
Es liegt also auch hier die Sache so, wie bei den anderen Ein- 
führungsweisen, dass erst nach Einführung der irrationalen Zahl 
und nachdem sich dieselbe als lebensberechtigt bewährt hat, die 
irrationalen Schnittclassen eben in jener Zahl eine Grenze be- 
sitzen. Darin, dass jener Zahlenfolge, als deren Grenze sich 
die Irrationalzahl später herausstellt, erst dann eine Grenze 
überhaupt zugesprochen werden kann, wenn man den Grenz- 
gegenstand bereits anderweitig kennt, stimmt übrigens die mo- 
derne Einführung der Irrationalzahl überein mit der antiken 
Conception des Irrationalen, für welche ja die Kenntnis der 
Hypotenuse des gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecks den 
Ausgangspunkt bildet. 

Es macht nun vorerst ein allgemeines und wichtiges er- 
kenntnistheoretisches Resultat der vorstehenden Erwägungen aus 
— ein Resultat, auf welches wir noch mehrfach zurückgreifen 
werden — : dass, soweit unsere bisherigen Untersuchungen 
reichen, die Existenz der Grenze einer Folge nur dann mit 
Evidenz behauptet, nur dann bewiesen werden kann, wenn 
der Grenzgegenstand (d. h. derjenige Gegenstand, welcher das 
abstufbare Merkmal, worauf sich die Grenzeigenschaft bezieht, 
in dem durch den Begriff der Grenze geforderten äussersten 
Ausmasse an sich trägt) bereits irgendwie uns vorliegt, so dass 
die Behauptung, es existire eine Grenze jener Folge, das Er- 
gebnis einer Vergleichung zwischen dem Grenzgegenstande 
und der Folge darstellt. Und es ist, da die Grenzgegenst-ände 
der oben betrachteten Folgen eben irrationale Zahlen waren, 
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klar, dass die Existenzweise, die man diesen zuerkennt, mit 
derjenigen, die man den Grenzen jener Folgen zuzuerkennen 
hat, zusammenfallt. 

Wie weit diese Bemerkung reicht, leuchtet erst dann ein, 
wenn man sich die unabsehbare Mannigfaltigkeit aller jener 
Folgen vergegenwärtigt, von denen man nur mit Benützung der 
Existenz irrationaler Zahlen nachweisen kann, dass sie eine 
Grenze besitzen. So kann Dedekind, nachdem er sich der 
Realität seines Begriffes der Irrationalzahl versichert hat, den 
Satz nachweisen: 2*) „Wächst eine Grösse x beständig, aber nicht 
über alle Grenzen, so nähert sie sich einem Grenzwerth," wovon 
der Umstand, dass die Theilsummen einer Weierstrass'schen 
•Summe eine Grenze besitzen, nur ein Specialfall ist; und er 
kann ebenso den Satz nachweisen i^ß) „Lässt sich in dem Aende- 
rungsprocesse einer Grösse x für jede gegebene positive Grösse 
8 auch eine entsprechende Stelle angeben, von welcher ab x 
sich um weniger als 8 ändert, so nähert sich x einem Grenz- 
werth." Wovon der Umstand, dass die Cantor'schen Funda- 
mentalreihen eine Grenze besitzen, nur ein Specialfall ist. Ver- 
möge jedes dieser beiden Sätze kann einer unendlichen Fülle 
von Folgen eine Grenze zugesprochen werden : fallen doch z. B. 
unter den letzteren alle convergenten Reihen. Weiter aber 
lassen sich auf die Existenz der irrationalen Zahlen auch die 
von Bolzano und Weierstrass herrührenden^^) sogenannten 
Sätze von der oberen und unteren Grenze gründen. Der erstere 
dieser beiden Sätze, auf den wir uns, da der letztere ihm völlig 
analog ist, beschränken wollen, lautet in der Bolzano'schen 
Fassung: „Wenn eine Eigenschaft M nicht allen Werthen einer 
veränderlichen Grösse x, wohl aber allen, die kleiner sind, als 
ein gewisser u, zukommt, so gibt es allemal eine Grösse U, 
welche die grösste derjenigen ist, von denen behauptet werden 
kann, dass alle kleineren x die Eigenschaft M besitzen." Die 
Grösse U heisst nun nach W eierst rassischer Terminologie 
die obere Grenze aller x, denen die Eigenschaft M zukommt. 
Die obige Fassung schliesst jedoch einige Elemente in sich, 
die zur Quintessenz des Satzes selbst nicht gehören. So ist 
dort die veränderliche Grösse x stetig oder doch pantachisch 
veränderlich gedacht;^^) es ist dort vorausgesetzt, dass U selbst 
die Eigenschaft M nicht habe; und es ist endlich die ganze 
Einführung dieser Eigenschaft zu sehr darnach angethan, den 
eigentlich arithmetischen Kern des Satzes zu verdecken. Son- 
dert man diesen ab, so erhält man den Satz von der oberen 
Grenze in der einfacheren Weierstrass'schen Fassung,^^) wo- 
nach, wenn eine unendliche Vielheit reeler, positiver Zahlen- 
grössen x vorgelegt ist, (welche keine Fundamental- 
reihe zu bilden brauchen,) es immer eine Zahlengrösse 
U gibt, so beschaffen, dass erstens kein x grösser ist als U, 
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und dass zweitens entweder irgend ein x gleich ü ist oder doch 
irgend ein x innerhalb jedes beliebig kleinen Intervalls zwischen 
U und U — 6 liegt. Oder noch anders gewendet : „Liegen sämmt- 
liche (unbegrenzt viele) Werthe einer veränderlichen x unter 
einer endlichen Zahl A, so gibt es eine und nur eine endliche 
Zahl U von der Eigenschaft, dass keiner der Werthe x sie über- 
schreitet, dass aber mindestens ein Werth von x vorhanden ist, 
dessen Unterschied von U weniger beträgt, als irgend eine 
beliebige kleine positive Zahl s."^») Wie wenig selbstverständlich 
dieser »Satz ist, hat Bolzano erwähnt und wir werden an einer 
anderen Stelle, wo von falschen Grenzbegriffen die Rede sein 
wird^ noch eines irreführenden Gegenstücks, fast kann man 
sagen: Doppelgängers desselben zu gedenken haben. Hier kommt 
es mir nur darauf an, zu betonen, dass auch vermöge seiner, 
der, wie gesagt, selbst wieder auf der Existenz der irrationalen 
Zahl beruht, die Grenzen unzählig vieler Folgen nachweisbar 
werden. Wir werden hierauf noch in dem dem Functions- 
begrifie gewidmeten Capitel zurückkommen. 

Eine andere Form, in der die Existenz der irrationalen 
Zahlen ihre Bedeutsamkeit enthüllt, besteht darin, dass erst mit 
ihrer Einführung gewisse Classen von Gleichungen^ die sonst 
unlösbar wären, eine Auflösung gewinnen. Da sich nach dieser 
Hinsicht die irrationalen Zahlen ebenso verhalten, wie die nega- 
tiven und gebrochenen, deren Beitrag zur Lösbarmachung ge- 
wisser Gleichungen wir bereits in unseren Erörterungen über 
die Variation der Begriffe kennen gelernt haben, so brauche 
ich hierauf nicht näher einzugehen. Die irrationalen Zahlen 
bilden somit nebst den positiven und negativen ganzen, den 
gebrochenen und weiterhin den complexen Zahlen den Inbe- 
griff derjenigen Zahlengrössen, nach deren Einführung allererst 
der Gaus s'sche Satz : eine Gleichung besitze soviele Lösungen, 
als ihr Grad anzeigt, wahr ist. Und wie wir es hier wahr- 
nehmen, dass die Begriffe der Lösungen gewisser Gleichungen 
erst mit der Existenz der irrationalen Zahlen Realität erlangen, 
so werden wir ein Analoges später auch noch an anderen Be- 
griffen, wie z. B. der streng geometrische Begriff der Länge 
einer Curve ist, erfahren. 

Bevor ich die Irrationalzahl verlasse und zu den Nutzan- 
wendungen übergehe, zu welchen die vorstehenden Erörte- 
rungen uns befähigen, will ich noch zwei Bemerkimgen hinzu- 
fügen, deren Zusammenhang mit den allgemeinsten Zielen dieser 
Arbeit man leicht erkennen wird. 

Die eine betrifft die Art und Weise, wie Gleichheit und 
Ungleichheit zweier Irrationalzahlen constatirt werden. Wir 
haben bereits in Erfahrung gebracht, was für Behauptungen 
jede solche« Constatirung in sich schliesst. Bei der Dedekind'- 
schen Definitionsweise waren diese Behauptungen, wenn es sich 
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speciell um die Constatirung von Gleichheit handelte, von der 
Form : jeder Gegenstand, der der Classe K angehört, gehört 
auch der Classe Ki an und umgekehrt, bei der Weiers- 
8t rassischen Definitionsweise von der Form: jeder Bestandtheil 
der Summe S ist auch Bestandtheil der Summe Si und umge- 
kehrt; bei der Cantor'schen Definitionsweise von der Form: 
für jeden rationalen Werth s gibt es Glieder einer gewissen 
Keihe (nämlich derjenigen, durch welche die Differenz der ein- 
ander gleich erachteten Irrationalzahlen detinirt wird), welche 
(sammt allen ihren nachfolgenden) kleiner sind als e. Es ver- 
dient nun bemerkt zu werden, dass jede dieser drei Fassungen 
des Gleichheitskriteriums irrationaler Zahlen unendlich viele 
Behauptungen in sich scbliesst: es geht dies unmittelbar aus der 
Beschaffenheit der Classen K und K^ der Summen S und Sj 
und daraus, dass es unendlich viele rationale Werthe e gibt, 
hervor. Hiebei ist natürlich damit, dass eine Aussage unendlich 
viele Behauptungen in sich schliesse, keineswegs gemeint, dass 
unsere Berechtigung zu dieser Aussage an unser wirkliches 
Gefällt-Haben der unendlich vielen Urtheile, die in ihr involvirt 
sind, geknüpft sei; vielmehr muss stets eine endliche Anzahl 
von Umformungen zweier auf verschiedene Weise gegebener 
irrationaler Zahlen es evident erscheinen lassen, dass dieselben 
einander gleich sind, falls sie überhaupt als gleich erkannt 
werden können. Aehnlich liegt die Sache, wenn es sich um 
die Ungleichheit zweier irrationaler Zahlen handelt ; hier lauteten 
die diesbezüglichen Kriterien — je nachdem, welche Defini- 
tionsweise der irrationalen Zahl man adoptirt — so, dass min- 
destens zwei von einander verschiedene rationale Zahlen m und 
n der Classe K angehören müssten, während sie der Classe K^ 
nicht angehören ; dass ein rationaler Bestandtheil b der Summe 
S angehören müsse, währender der Summe S^ nicht angehört; 
dass ein rationales s^ müsse angegeben werden können, unter 
welches von einem gewissen Gliede angefangen kein Glied jener 
Differenzreihe mehr herabsinkt; • — so geht schon aus der Form 
dieser Kriterien hervor, dass nach einer endlichen Anzahl von 
Operationen die Zahlen m, n, b und e, aufgefunden und damit 
die Ungleichheit der verglichenen Zahlen entschieden sein müsse. 
Es ist somit die Entscheidung der Ungleichheit zweier Irrational- 
zahlen günstiger gestellt, als diejenige ihrer Gleichheit, insofern 
das Kriterium für die erstere positiver, dasjenige für die letztere 
negativer Natur ist: — gerade das Umgekehrte von dem, was 
man vermöge der Namen: „Gleichheit" und „Ungleichheit" ver- 
muthen sollte; und es kann demnach im Falle der Ungleich- 
heit zweier Irrationalzahlen noch weniger als im Falle ihrer 
Gleichheit die Rede davon sein, dass die Constatirung derselben 
an unendlich viele Operationen geknüpft sei. Nun darf man 
zwar nicht sagen, dass die Aussage über eine solche Ungleich- 
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heit unendlich viele Behauptungen in sich schliesse, wie 
dies im Falle der Gleichheit galt : die Bedeutung jener Aussage, 
wie sie oben angegeben wurde, besteht in ganz bestimmten 
Angaben über die Zahlen m, n, b und Sy und es tritt eine 
Unendlichkeit von Behauptungen in dieselbe nicht ein. Hin- 
gegen zieht die in Rede stehende Aussage eine solche Unend- 
lichkeit allerdings nach sich. Wenn es zwei Zahlen m und n 
gibt, welche der Classe K angehören, ohne der Classe K, an- 
zugehören, so gilt dasselbe auch von all den unendlich vielen 
Zahlen zwischen m und n; wenn es einen Bestandtheil b 
gibt, der der Summe S angehört, ohne der Summe Si anzuge- 
hören, so lässt sich nachweisen, dass es unendlich viele solche 
Bestandtheile gibt; und ebenso wenn es eine Grösse von der 
oben angegebenen Beschaffenheit des Sj gibt, dass es unendlich 
viele solche Grössen geben müsse. 

Es braucht uns aber das Gleichheitskriterium der Irrational- 
zahlen nur darum als besonders bemerkenswerth zu ei-scheinen, 
weil sich hierin eine evidente Aussage von unendlicher All- 
gemeinheit uns geradezu aufdrängt: sehr irrig wäre die Meinung, 
als ob hier die einzige oder auch nur eine primäre Aussajje 
dieser Art vorliege. Jetzt, nachdem durch die auffällige That- 
sache jenes Gleichheitskriteriums die Aufmerksamkeit erweckt 
und der Blick geschärft sein dürfte, wird der Leser ohneweiters 
entdecken, dass eine jede Aussage des Inhalts: ein 
Gegenstand G sei Grenze einer Reihe nach einer 
gewissen abstufbaren Hinsicht, gleichfalls den Charakter 
jener evident unendlichen Allgemeinheit an sich trage; — muss 
doch die Reihe gemäss der Definition der Grenze für jeden beliebi- 
gen unter unendlich vielen Beträgen jener Hinsicht gewisse Bedin- 
gungen erflillen. Und auch daran wird man sich jetzt erinnern, 
dass eine ursprünglichere Aussage, der eine über ein unendliches 
Gebiet von Urtheilen sich erstreckende Evidenz zukommt, uns 
bereits in dem Satze von der Unbegrenztheit der Anzahlenreihe 
begegnet ist: in der That lässt sich die unendliche Tragweite 
der Evidenz sämmtlicher Sätze über Gleichheit irrationaler 
Zahlen und über Grenzen überhaupt auf die analoge Tragweite 
der Evidenz jenes Satzes von der Unbegrenztheit der Anzahlen- 
reihe zurückführen ; die erstere Evidenz ist, wie Jedermann, der 
dieselbe prüft, in jedem concreten Falle sofort einsieht, eine aus 
der letzteren abgeleitete. Man bemerkt hienach, wie weit — 
wenn ich so sagen darf — die Metaphysik des Satzes von der 
Unbegrenztheit der Anzahlenreihe ihren Einfluss erstreckt; aus 
dieser einen Evidenz von unendlicher Allgemeinheit ergeben 
sich zahllose andere derselben Natur: und allen diesen Sätzen 
muss es eben vermöge der Unendlichkeit ihrer Allgemeinheit 
eigenthümlich sein, dass die in ihnen involvirten, für wahr ge- 
haltenen, ja sogar mit Evidenz für wahr gehaltenen Urtheile 
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explicite von keinem erkennenden Subjecte thatsächlich gefeilt 
werden können. Dass die betonte unendliche Allgemeinheit 
jedes Grenzurtheils eine wichtige logische Eigenthümlichkeit 
desselben ausmache, braucht wohl nicht noch ausdrücklich ver- 
sichert zu werden. 

Die zweite der oben angekündigten Bemerkungen, welche 
unsere ErörteruDg der Irrationalzahl abschliessen, soll blos darauf 
aufmerksam machen, wie mit der Schöpfung der Irrationalzahl 
eine weitere Fortsetzung des bis dahin bestehenden Inbegriffes 
aller rationalen Zahlen, und zwar eine Fortsetzung dieses In- 
begriffes nach innen, also eine Verdichtung desselben ermöglicht 
wird. Hier tritt aber ein charakteristischer Unterschied auf 
zwischen derjenigen Fortsetzung nach innen, welche die ganzen 
Zahlen durch die rationalen und derjenigen, welclie die ratipnalen 
Zahlen durch die irrationalen erfahren. Für die erstere Fort- 
setzung lässt sich eine Regel — und diese Eine Eegel kann 
durch zahllose andere ersetzt werden, die dasselbe leisten — 
angeben, von der es evident ist, dass sie in successiver Ent- 
wicklung sämmtliche rationale Zahlen liefern muss; es gibt also 
Recepte, welche die Ausfüllung der Anzahlenreihe durch die 
rationalen Zahlen in realisirbarer Weise vorschreiben, ^o) Freilich 
kann man mit der Hinschreibung aller rationalen Zahlen, da 
es deren unendlich viele gibt, niemals zu Ende kommen: dies 
gilt aber auch von der Anzahlenreihe, welche gleichwohl, wie 
wir seinerzeit gesehen haben, das Prototyp der Fortsetzbarkeit 
(hier der Fortsetzbarkeit nach aussen) darstellte. Es liegt 
nun nahe, in derselben Weise, wie wir Gesetze angeben können, 
vermöge deren sich sämmtliche Anzahlen in ein System ein- 
ordnen lassen; und anderweitige Gesetze, vermöge deren sich 
sämmtliche rationale Zahlen, die zur Fortsetzung des Anzahlen- 
systems nach innen dienen, gleichfalls in ein System einordnen 
lassen; — es liegt nahe, in derselben Weise auch ein Gesetz 
zu postuliren, vermöge dessen sich auch alle irrationalen Zahlen, 
die nun selbst wieder zur Fortsetzung des Rationalzahlensystems 
nach innen dienen, in ein System einordnen lassen. Aber ein 
solches Gesetz gibt es nicht und wir haben bereits den Grund 
dafür erfahren, dass es kein solches Gesetz geben könne : der- 
selbe besteht in nichts Anderem als darin, dass das System aller 
irrationalen Zahlen im Gegensatze zu demjenigen aller rationalen 
oder auch demjenigen aller ganzen Zahlen von höherer als von 
der ersten Mächtigkeit ist. 2^) Wohl kann man für grosse Classen 
irrationaler Zahlen, wie z. B. für die Classe aller algebraisch- 
irrationalen Zahlen Gesetze von der oben beschriebenen Art 
aufstellen ;22j nicht aber für den Inbegriff sämmtliclier irrationaler 
Zahlen. Ja, nicht einmal für den unendlich beschränkteren 
Inbegriff aller derjenigen irrationalen Zahlen, welche 
zwischen irgend zwei rationalen oder irrationalen 
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Zahlen liegen, lässt sich ein Gesetz jener Art aufstellen: 
denn auch dieser beschränktere Inbegriff ist noch ein solcher 
von höherer als von der ersten Mächtigkeit. Es liegt also — 
und dies ist nun wieder nach erkenntnistheoretischer Hinsicht 
bedeutsam — hier ein Fall vor, in welchem eine Mannigfaltigkeit 
von Gregenständen mit Evidenz als eine solche erscheint, die 
durch andere Gegenstände in der Weise, die wir als „Fortsetzung 
nach innen" bezeichneten, ergänzt wird, ja sogar in so erheb- 
lichem Ausmasse, dass die Mächtigkeit der Mannigfaltigkeit 
sich ändert, ergänzt wird; — ohne dass wir doch im Stande 
wären, diese Ergänzung planmässig auch nur anzubahnen, ge- 
schweige durchzuführen. Es tritt hier ein überaus bemerkens- 
werther Unterschied zwischen dem objectiven Bestehen einer 
Sachlage, das uns unsere Anerkennung mit Evidenz abzwingt, 
und unserer subjectiven Fähigkeit, diese Sachlage zu recon- 
struiren, auf, der — selbst nur Eine Seite des Qrundunter- 
schiedes zwischen „objectiv" und „subjectiv" — uns im Fol- 
genden noch mehrfach beschäftigen wird. 

Wir wollen nun zusehen, inwiefern einerseits die charak- 
teristischen Grenz Verhältnisse, die wir an der irrationalen Zahl 
in vorzüglicher Ausprägung vorfanden, sich auch an anderen, 
in erster Linie an den uns bereits begegneten Beispielen von 
Grenzen vorfinden; und inwiefern andrerseits die Strenge, die 
in den dortigen Verhältnissen waltet, uns einen methodischen 
Fingerzeig zur Beurtheilung aller Fälle, in denen einer Reihe 
eine ihr selbst nicht angehörige Grenze zugesprochen wird, an 
die Hand geben könne. 

Nach der ersteren Hinsicht lässt sich constatiren, dass jene 
Erweiterung des Begriffes der Reihenglieder zu einem nun auch 
den Gegenstand umfassenden Oberbegriffe und die analoge Er- 
weiterung des Begriffes vom Grenzmerkmale — Begriffserwei- 
terungen, welche in besonders markanter Weise an den moder- 
nen Einführungs weisen der Irrationalzahl hervortraten — nach 
Massgabe der Präcision, mit der in jedem einzelnen Falle diese 
Begriffe überhaupt ausgearbeitet sind, auch anderwärts vorliegen. 
Wird der Kreis als Grenze einer Polygonreihe von bekannter 
Beschaffenheit angesehen, so genügt nicht der Begriff jener Poly- 
gone, sondern es liegt der den Polygonen und dem Kreise über- 
geordnete Begriff der Linie überhaupt der Grenzbehauptung zu 
Grunde ; ebenso muss, ob nun als Grenzmerkmal die Seitenzahl 
oder die Seitenlänge der Polygone angesehen werde, eine 
Erweiterung der Bedeutung dieses Merkmals stattgefunden haben, 
bevor der Grenzbehauptung ein Sinn beigemessen werden kann : 
nur tritt hier, indem das von dem Grenzgegenstande besessene 
äusserste Ausmass des Grenzmerkmals eine unendlich grosse 
Seitenzahl oder eine unendlich kleine Seitenlänge ist, der Fall 
ein, dass die Veränderung des Grenzmerkmals auf den Gedan- 
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kengang, vermöge dessen Null und Unendlich als Grössenab- 
Btufungen zugelassen werden, zurückgeführt und dadurch, dass 
uns dieser Gedankengang schon von früher her vertraut ist, 
überhaupt verdeckt erscheint. Dieser Fall wird nun auch durch 
drei weitere Beispiele von Grenzen, zu deren Betrachtung ich 
eben jetzt übergehen will, verdeutlicht. Wenn der Punkt als 
Grenze von Linien abnehmender Länge auftritt, so kann hier 
unschwer als Oberbegriff, anter den Reihenglieder und Grenz- 
gegenstand fallen, der eines räumlichen Gebildes angegeben 
werden; ebenso kann als Oberbegriff, unter welchen sowohl die 
absolute Stille, als auch die Reihe abnehmender Tonintensitäten, 
deren Grenze die absolute Stille ist, fallen, das durch unser 
Gehör Erfassbare angegeben werden; und auch für die Ruhe 
und diejenige Reihe von Bewegungen mit abnehmender Ge- 
schwindigkeit, deren Grenze die Ruhe ist, existirt ein gemein- 
samer Oberbegriff, der vielleicht am Ehesten, wiewohl nicht 
gerade treffend durch das Wort: „Bewegungszustand" zu be- 
zeichnen sein möchte. In allen diesen drei Fällen müssen aber, 
bevor von Grenze die Rede sein konnte, auch die Merkmale, 
nach denen die Reihen, um deren Grenze es sich handelt, abge- 
stuft sind, die Grenzmerkmale modificirt werden: es ist etwas 
Anderes, Strecken untereinander und irgend eine Strecke mit 
einem Punkte zu vergleichen, etwas Anderes, Tonintensitäten 
untereinander und irgend eine Tonintensität mit der absoluten 
Stille zu vergleichen; etwas Anderes, Bewegungen von ver- 
schiedener Geschwindigkeit untereinander und irgend eine solche 
Bewegung mit der Ruhe zu vergleichen. Und in allen diesen 
Fällen verbirgt sich die thatsächlich vorhandene Modification des 
Grenzmerkmals dahinter, dass die neu entstandene Vergleichungs- 
obliegenheit, die zwischen einer Länge und einer Null an Länge, 
zwischen einer Intensität und einer Null an Intensität, zwischen 
einem zurückgelegten Wege und einer Null solchen Weges d. h. 
ganz allgemein: zwischen Etwas und dem auf dieses Etwas 
bezüglichen Nichts ist. Solches zu vergleichen, ist uns aber längst 
geläufig. Anders ausgedrückt: sobald die Vergleichung von Ton- 
intensitäten, von Längen, von Geschwindigkeiten auf diejenige 
von Zahlen zurückgeführt ist, erscheint es selbstverständlich, 
dass die Aufgabe, auch die absolute Stille, den Punkt, die Ruhe 
mit in Vergleich zu ziehen, nur in die längst erledigte Aufgabe 
die Null mit anderen Zahlen zu vergleichen, einmündet. Aehnlich 
liegt die Sache auch hinsichtlich der Gewissheit, sofern dieselbe 
als Grenze einer Reihe immer höherer Wahrscheinlichkeiten 
auftritt. Der gemeinsame Oberbegriff, den man Ueberzeu- 
gungsgrad oder sonstwie nennen mag, springt hier sofort ins 
Auge. Das Grenzmerkmal anlangend, muss man unterscheiden, 
ob man sich jene Wahrscheinlichkeiten bereits zahlenmässig 
präcisirt denken wolle oder nicht; im ersteren Falle wird die 
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Vergleichung irgend einer Wahrscheinlichkeit mit der Gewiss- 
heit dadurch, dass das zu Vergleichende mit Zahlen in Corres- 
Eondenz gesetzt worden ist, ohneweiters aller Schwierigkeit ent- 
oben sein: sie läuft dann eben nur auf die Vergleichung der 
Eins mit irgend einem echten Bruche hinaus. Im letzteren 
Falle hingegen, in welchem man auf die unmittelbare Verglei- 
chung sowohl der Wahrscheinlichkeiten untereinander als irgend 
einer Wahrscheinlichkeit mit der Gewissheit angewiesen ist, wird 
man nun freilich die Erweiterung des Grenzmerkmales, die mit 
der Hereinziehung der Gewissheit als Vergleichungafundamentes 
gegeben erscheint, nicht sonderlich spüren, dies Uegt aber nur 
an der Unpräcision, mit der wir auch schon der einzelnen 
Stufen des noch nicht erweiterten Grenzmerkmales, der ver- 
schiedenen Wahrscheinlichkeitsgrade uns bewusst sind. Trotz- 
dem gilt es selbstverständlich in jedem dieser beiden Fälle, dass, 
bevor die Gewissheit als Grenze einer Reihe von Wahrschein- 
lichkeiten hingestellt werden kann, das Grenzmerkmal, welches 
vorerst nur die Vergleichbarkeit dieser Wahrscheinlichkeiten in 
sich schloss, auch auf die Vergleichbarkeit der Gewissheit mit 
einem der Wahrscheinlichkeitsgrade erstreckt worden sein muss. 
Auch eine zweite Hauptbemerkung, die wir bei der Er- 
örterung der Irrationalzahl machten: wonach nämlich die Reihe, 
als deren Grenze die Irrationalzahl sich nachmals erweist, erst 
dann als überhaupt eine Grenze, besitzend anerkannt werden 
kann, wenn man diese Grenze d. h. also die Irrationalzahl 
schon anderweitig als in einem ganz bestimmten Sinne existirend 
erkannt hat, — auch diese Bemerkung findet sich an jenen 
anderen und verschiedenartigen Beispielen von Grenzen, die 
wir oben betrachteten, bestätigt. Die Existenz des Kreises 
durfte als ausgemacht gelten, längst bevor von jener Polygon- 
reihe, als deren Grenze er später aufgefasst wurde, die Rede war; 
und wäre dem nicht so gewesen, so hätte seine Existenz durch 
eine weitere Erwägung, die etwa auf der Stetigkeit des Raumes 
zu fussen gehabt hätte, sichergestellt werden müssen, bevor 
man jener Polygonreihe eine Grenze überhaupt hätte zusprechen 
können. Ebenso wusste man den Punkt, bevor derselbe als 
Grenze einer Reihe von Strecken aufgefasst wurde, in demselben 
Sinne existirend, in dem man diese Strecken selbst als existirend 
annehmen konnte. Und man kannte die Gewissheit als 
Prädicat grosser Classen von Urtheilen, z. B. aller Urtheile der 
inneren Wahrnehmung und aller arithmetischen und geometrischen 
Evidenzen, bevor man dieselbe als Grenze einer Reihe von 
Wahrscheinlichkeiten hinstellte. Dass man die Ruhe ebensogut 
kannte, wie Bewegungen von verschiedener Geschwindigkeit 
und die absolute Stille ebensogut, wie Töne von verschie- 
dener Intensität, bevor man die erstere als Grenze einer Reihe 
von Tonintensitäten geltend machte, kann man zwar streng- 
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der Stetigkeit ersichtlich gemacht werden; hier kam es nur 
darauf an, zu betonen, dass derselbe thatsächlich vollzogen 
wird, wobei es nicht uninteressant ist, das Hereinspielen von 
Stetigkeitserwägüngen schon an dieser Stelle nachweisen ztl 
können. In diesem Sinne genügt nun auch die scheinbare 
Ruhe, um den Begriff der Ruhe — mit Herbart zu reden — : 
als einen „giltigen" zu erweisen und es gentigt — um von 
dem Zustande des Gar-nicht-Hörens 2*) abzusehen — schon eine 
Stille, wie die Alten sie unter dem JBilde des schlafenden Pan 
versinnlichten, unl dem Begriffe der absoluten Stille eine Unter- 
lage zu gewähren. Es wird übrigens auch die an späterer 
Stelle beigebrachte Untersuchung des Begriffes der geometrischen 
Figuren zur Beleuchtung der hier angedeuteten Art, Begriffen 
Realität zu verleihen, noch ein Erhebliches beitragen. 

An zweiter Stelle wollten wir zusehen, inwiefern der Sach- 
verhalt, wie wir ihn an der Irrationalzahl vorfanden, einen 
Kanon für die Beurtheilung anderer Grenzbehauptungen ab- 
geben könne. Es wird am zweckdienlichsten sein, hier die 
Untersuchung so zu führen, dass gewisse typische Fehler, die 
bei Grenzbehauptungen begangen zu werden pflegen und be- 
gangen worden sind, gekennzeichnet werden und hiebei er- 
wogen wird, ob nicht und in welcher Beziehung gegen die 
Moral, welche die Theorie der Irrationalzahl predigt; Verstössen 
worden sei. 

Ein erster Fehler dieser Art besteht darin, dass bei einer 
Aussage des Inhalts: irgend ein Gegenstand sei Grenze einer 
Reihe, überhaupt nicht der strenge, sondern nur ein vager 
Begriff von Grenze zur Anwendung gekommen ist. Wenn 
z. B. in einer culturhistorischen oder moralphilosophischeu 
Betrachtung irgend ein idealer Zustand, als ein solcher auf- 
gezeigt würde, dem sich das Menschengeschlecht unaufhörlich 
nähert, ohne ihn je überschreiten zu können^ so wird es wenige 
Schriftsteller geben, die nicht zu der Behauptung: dieser Zustand 
sei eine Grenze der Entwicklung des Menschengeschlechtes, 
geneigt wären ; und sie werden weiterhin auch geneigt sein, den 
Umstand, dass die Menschheit sich jenem Ideale unablässig 
nähert, mit mehr oder minder überschwänglichen Worten zu 
feiern. Und dennoch ist sowohl jene Behauptung, als die Freude 
an derselben unberechtigt oder doch nur halbberechtigt. Denn 
daraus, dass ein Veränderliches sich einem — keinesfells über- 
schreitbaren — Stadium fortwährend nähert, folgt noch keines- 
wegs, dass dieses Stadium die Grenze der Veränderung sei. 
Wer dies behaupten wollte, würde nur einen vagen Begriff von 
Grenze verwendet haben, indem er aus dem strengen. Begriffe 
derselben das Bestandstück : wonach einer wahren Grenze die 
Glieder ihrer Reihe beliebig nahekommen müssen, weg- 
gelassen hätte; und darin, dass gerade hieran ganz wesentlich 
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fällt, unter welchen aber mit beliebiger Annäherung Gegen- 
stände fallen. Natürlich gilt diese Definition nur dann, wenn 
der Bereich der Gegenstände, von denen in ihr die Rede ist, 
auf die Reihe, um deren Grenze es sich handelt, beschränkt 
gedacht wird; denn, zöge man Gegenstände überhaupt in Be- 
tracht, so wäre zu bemerken, dass ein und derselbe Begriff 
sowohl Grenzbegriff irgend einer Reihe als auch nach einer 
anderen Hinsicht ein gewöhnlicher Begriff, d. h. ein solcher, 
unter den ein adäquater Gegenstand fällt, sein kann. So ist 
z. B. der Begriff der Zwei ein Grenzbegriff, sofern die Zwei 
als Grenze der Reihe: 

1 3 7 2" 1 

li 1 + -, 1 -f ^, 1 -+- g, . . . 1 -| — — ,. . . aufgefasst wird; 

derselbe Begriff ist aber ein gewöhnlicher Begriff, sofern unter 
ihn ein gewisses, ebenso wie eine Farbe, Form u. dgl. ganz 
bestimmt vorstellbares Attribut fällt, das allen Inbegriffen von 
zwei Gegenständen anhaftet. Aber auch bei Einhaltung jener 
Beschränkung muss uns jene Definition eines Grenzbegriffes 
darum zu eng erscheinen, weil in derselben die Eventualität, 
wonach die Grenze einer Reihe mit zu dieser Reihe gehört, 
nicht berücksichtigt erscheint: hier gibt es offenbar ein Glied 
der Reihe, das unter den Begriff ihrer Grenze fällt, nämlich 
deren Grenze selbst. Wir wollen demnach in die Bedeutung 
des terminus „Grenzbegriff" jene halbe Begriffsrealität, die in 
dem blos annäherungsweisen Fallen von Gegenständen unter 
einen solchen Begriff besteht, — „il touche ä la r6alit6" würde 
der Franzose sagen — , gar nicht als wesentlichen Bestand- 
theil eintretend denken, sondern von einem Begriffe als einem 
Grenzbegriffe immer dann sprechen, wenn einer seiner Gegen- 
stände als Grenze irgend einer Reihe, von welcher speciellen 
Art diese Reihe und deren Grenze weiterhin auch sein mag, 
aufgefasst werden kann. 

Wenn sich aber hienach das annäherungsweise Fallen von 
Gegenständen unter einen Begriff als für einen Grenzbegriff 
so charakteristisch nicht erwies, dass es Aufnahme in der De- 
finition eines Grenzbegriffes verdiente, so hat es doch seit jeher 
dazu gedient, zahlreichen Grenzbegriffen soweit Sinn und Wider- 
spruchslosigkeit zu verleihen, als dies überhaupt möglich war. 
Indem Gegenstände, die einem fraglichen Grenzgegenstande 
beliebig ähnlich sind, realisirt erschienen und somit ihrem Be- 
griffe nicht nur eine Bedeutung zukam, sondern auch jeder 
Anhauch einer Unverträglichkeit fehlte, so würde es einen 
Bruch der Stetigkeit involvirt haben, wenn man nun auf einmal 
einen vollwichtigen Gegenstand des betreffenden Grenzbegriffes 
als sinnlos und mit einem unheilbaren Widerspruche behaftet 
angesehen hätte. Inwiefern dieser Schluss precär ist und in- 
wiefern nicht, wird bei Besprechung des sogenannten Gesetzes 
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der Stetigkeit ersichtlich gemacht werden; hier kam es nur 
darauf an, zu betonen, dass derselbe thatsächlich vollzogen 
wird, wobei es nicht uninteressant ist, das Hereinspielen von 
Stetigkeitserwägüngen schon an dieser Stelle nachweisen zu 
können. In diesem Sinne genügt nun auch die scheinbare 
Ruhe, um den Begriff der Ruhe — mit Herbart zu reden — : 
als einen „giltigen" zu erweisen und es genügt — um von 
dem Zustande des Gar-nicht-Hörens 2*) abzusehen — schon eine 
Stille, wie die Alten sie unter dem Bilde des schlafenden Pan 
versinnlichten, um dem Begriffe der absoluten Stille eine Unter- 
lage zu gewähren. Es wird übrigens auch die an späterer 
Stelle beigebrachte Untersuchung des Begriffes der geometrischen 
Figuren zur Beleuchtung der hier angedeuteten Art, Begriffen 
Realität zu verleihen, noch ein Erhebliches beitragen. 

An zweiter Stelle wollten wir zusehen, inwiefern der Sach- 
verhalt, wie wir ihn an der Irrationalzahl vorfanden, einen 
Kanon für die Beurtheilung anderer Grenzbehauptimgen ab- 
geben könne. Es wird am zweckdienlichsten sein, hier die 
Untersuchung so zu führen, dass gewisse typische Fehler, die 
bei Grenzbehauptungen begangen zu werden pflegen und be- 
gangen worden sind, gekennzeichnet werden und hiebei er- 
wogen wird, ob nicht und in welcher Beziehung gegen die 
Moral, welche die Theorie der Irrationalzahl predigt^ Verstössen 
worden sei. 

Ein erster Fehler dieser Art besteht darin, dass bei einer 
Aussage des Inhalts: irgend ein Gegenstand sei Grenze einer 
Reihe, überhaupt nicht der strenge, sondern nur ein vager 
Begriff von Grenze zur Anwendung gekommen ist. Wenn 
z. B. in einer culturhistorischen oder moralphilosophischen 
Betrachtung irgend ein idealer Zustand, als ein solcher auf- 
gezeigt würde, dem sich das Menschengeschlecht unaufhörlich 
nähert, ohne ihn je überschreiten zu können^ so wird es wenige 
Schriftsteller geben, die nicht zu der Behauptung: dieser Zustand 
sei eine Grenze der Entwicklung des Menschengeschlechtes, 
geneigt wären ; und sie werden weiterhin auch geneigt sein, den 
Umstand, dass die Menschheit sich jenem Ideale unablässig 
nähert, mit mehr oder minder überschwänglichen Worten zu 
feiern. Und dennoch ist sowohl jene Behauptung, als die Freude 
an derselben unberechtigt oder doch nur halbberechtigt. Denn 
daraus, dass ein Veränderliches sich einem -^ keinesfalls über- 
schreitbaren — Stadium fortwährend nähert, folgt noch keines- 
wegs, dass dieses Stadium die Grenze der Veränderung sei. 
Wer dies behaupten wollte, würde nur einen vagen Begriff von 
Grenze verwendet haben, indem er aus dem strengen. Begriffe 
derselben das Bestandstück : wonach einer wahren Grenze die 
Glieder ihrer Reihe beliebig nahekommen müssen, weg- 
gelassen hätte; und darin, dass gerade hieran ganz wesentlich 
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jene Freude hängt, — . die Freude daran, der Sonne des Ideals 
einmal nahe genug zu kommen; so nahe, dass man ihr Lieht 
voll erschaut und an ihren Strahlen sich wärmen kann — , 
liegt die denkbar unzweideutigste, wiewohl unfreiwillige An- 
erkennung der Wichtigkeit dieses Bestandstückes. Wer immer 
an mathematischen Beispielen eigentlicher Grenzen — und das 
Beispiel der Irrationalzahl steht hier obenan — seinen Blick 
geschärft hat, wird sofort erkennen, dass, falls A die eigentliche 
Grenze irgend einer Reihe ist, deren Glieder blos der Bedingung 
gehorchen, stets anzuwachsen (abzunehmen) ; und falls B irgend 
eine Grösse ist, die blos der Bedingung gehorcht, grösser (kleiner) 
als A zu sein; — dass dann, wiewohl keine der Grössen B, 
Grenze jener Reihe ist, doch ein jedes B zu den Gliedern derselben 
in demselben Verhältnisse sttinde, in dem jener Idealzustand zu 
den Entwicklungsstadien steht, deren Ziel er ist. Er wird auch 
erkennen, dass — um an Beispiele, denen wir bereits begegnet 
sind, zu erinnern — in ganz analoger Weise und aus demselben 
Grunde die kleinste transfinite Zahl nicht als Grenze der sich 
ihr immerhin stets nähernden endlichen Ordnungszahlen an- 
gesehen werden dürfe; und dass ebenso eine Mannigfaltigkeit 
M zweiter Mächtigkeit nicht als Grenze einer Reihe von Mannig- 
faltigkeiten erster Mächtigkeit, die sämmtlich in M enthalten 
und immerhin von stets anwachsendem Bestände sein, also sich 
dem Bestände von M fortwährend nähern mögen, aufgefasst 
werden könne. Ein weiteres Beispiel dieser Art liegt in dem 
von P. Dubois-Reymond sogenannten Unendlich der Func- 
tionen vor : der Art, wie eine Function F unendlich wird (dem 
Unendlich von F) mögen sich die Arten, wie unendlich viele 
andere Functionen f^, fa,... f„,... unendlich werden (die Un- 
endlich von fi, fg. . ., f,„ . . .) unbegrenzt nähern, so wird darum 
doch noch nicht das Unendlich von F als Grenze der Unendlich 
von f|, fa, . . . f„, . . gelten können; den Grund hiefür, sowie 
eine nähere Ausführung des ganzen Beispiels bringe ich an- 
merkungsweise bei ^'^). In allen vorstehenden Beispielen ist, — 
wenn man ihr Charakteristisches in Ein Wort zusammei^drängen 
will, — von Etwas die Rede, das als ein Ziel einer Reihe be- 
zeichnet werden mag: die Begriffe eines solchen Zieles einer Reihe 
und einer Reihengrenze sind aber wesentlich von einander ver- 
schieden. 

Ein zweiter Fehler, dem Grenzbehauptungen unterliegen, 
besteht darin, dass eine (irenze anerkannt wird in Fällen, in 
welchen dieselbe entweder zweifelhaft ist, oder in welchen es 
bei genauerem Zusehen sogar einleuchtet, dass sie gar nicht 
existiren könne. Wenn man diesen Fehler mit so dürren 
Worten kennzeichnet, erscheint es freilich unbegreiflich, dass 
er überhaupt begangen werden könne; wie häutig er trotzdem 
vorkommt, werden die gleich anzuführenden Beispiele lehren. 
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Andererseits ist ohne weiters klar, dass die matbemaliscben 
Beispiele von Grenzen — die Irrationalzahl voran, — in welchen 
durchweg ein Beweis, d. h. eine Evidentmachung des Vorhan- 
denseins einer Grenze verlangt wird, vortrefflich dazu geeignet 
sind, vor der Begehung jenes Fehlers zu warnen. 

Fälle, in denen die Existenz einer Grenze zweifelhaft ist, 
oder, wie wir auch — mehr kurz, als gut — sagen wollen: 
zweifelhafte Grenzbegriffe auf dem Gebiete der Geometrie 
und Physik und auch anderwärts nachzuweisen, hält nicht ge- 
rade schwer. Wenn es nur überhaupt gilt, dass die streng 
geometrischen Gebilde, wie z. B. in erster Linie die gerade 
Linie, Grenzen gewisser Reihen sind — und nicht dies, sondern 
nur, ob sie in erster Linie solche Grenzen sind oder aber 
uns unmittelbarer bewusst werden, kann überhaupt in Frage 
kommen, — so liegen schon hier zahllose Fälle der gesuchten 
Art vor. Und es liegt hier nur ein Fall zweifelhafter Grenzen, 
nicht aber der gleich unten zu betrachtende Fall von Grenzen, 
deren Nicht-Existenz sicher ist, oder, wie wir uns auch aus- 
drücken wollen: falscher Grenzbegriffe vor, weil es nur im 
höchsten Grade unwahrscheinlich, aber durchaus nicht unmöglich 
erscheint, dass eine irgendwo in der Wirklichkeit, oder in der 
Phantasie concret angeschaute Linie thatsächlich eine Gerade 
sei. Ganz ebenso verhält sich die Sache bei zahlreichen Be- 
griffen der Physik, die — wie die Begriffe eines vollkommenen 
Gleichgewichtes, eines vollkommenen Flüssigkeitszustandes, voll- 
kommener Elasticität, eines vollkommenen Leiters oder Nicht- 
leiters der Elektricität, eines durchaus unschmelzbaren Körpers, 
eines schlechthin leeren Raumes, des Nullzustandes an Eigen- 
energie eines Körpers, eines exact umkehrbaren Kreisprocesses 
u. a. m. — sämmtlich so beschaffen sind, dass zwar gegen die 
Existenz eines streng unter sie fallenden Gegenstandes beliebig 
viel zu wetten wäre, ohne dass doch dieselbe von einem ge- 
wissenhaften Menschen verschworen werden dürfte. Dasselbe 
gilt von den oben betrachteten Begriffen der vollkommenen 
Ruhe und der absoluten Stille. Ein Grenzbegriff von zweifel- 
hafter Realität ist aber auch derjenige eines schlechthin ein- 
fachen, d. h. gar nicht mehr aus anderen Körpern zusammen- 
gesetzten Körpers, falls einem Körper das Ausgedehntsein nicht 
wesentlich ist; wäre nämlich diese Bedingung nicht erfüllt, 
so würde, da dann jeder Körper an der Zusammengesetztheit 
des Raumes, den er erfüllt, theilnähme, der Begriff eines ein- 
fachen Körpers .nicht mehr blos der in Rede stehenden Kate- 
gorie, sondern schon derjenigen der falschen Grenzbegrifle an- 
gehören. Weiterhin gehört zu den zweifelhaften Grenzbegriffen 
derjenige eines jeden infinitum actu solcher Gegenstände, von 
denen es, wie z. B. von den materiellen Atomen der Welt, 
nicht evident ist, dass es keinen letzten derselben geben könne; 
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wir haben bereits bei einer früheren Gelegenheit gehört, dass 
für die Behauptung eines solchen Infinitum als eines Infinitum 
nur eine mehr oder minder grosse Wahrscheinlichkeit und nicht 
etwa, wie es bei dem infinitum actu an Zahlen der natürlichen 
Zahlenreihe der Fall war, Gewissheit aufzutreiben sei. Und — 
um noch einen letzten Grenzbegriff der in Rede stehenden Ka- 
tegorie zu erwähnen: — wenn Kant den Begriff Gottes als 
einen solchen aufzeigte, dessen Realität sich ebensowenig be- 
weisen lasse, wie seine Realitätslosigkeit, so haben wir es hier mit 
einem Grenzbegriffe zu thun, an welchem eben seine Zweifel- 
haftigkeit (im angegebenen Sinne dieses Wortes) interessant 
war und darum den Gegenstand eines Nachweises bildete. Und 
es gibt die Vergleichung gerade des Gottesbegriffes mit den 
Begriffen der geometrischen Gebilde oder mit den oben ange- 
führten physikalischen Grenzbegriffen zu einer Bemerkung An- 
lass, die — durch viele gleichsinnige vorbereitet — nun nicht 
mehr befremden wird. An den eben angeführten „zweifelhaften" 
Grenzbegriffen an und für sich ist selbstverständlich — und 
zwar schon darum, weil sie nur Vorstellungen und noch keine 
Urtheile sind — kein Falsch; diese Begriffe sind vielmehr von 
ganz unzweifelhafter Nützlichkeit, solange man sich darauf be- 
schränkt, mit ihnen als Begriffen zu operiren (wie dies z. B, 
geschieht, wenn man einen solchen Begriff mit anderen Begriffen 
vergleicht) und sich nicht dazu verleiten lässt, einen unter 
sie fallenden Gegenstand, der eben das Zweifelhafte an der 
Sache ist, anzuerkennen. Und man muss insofern eine scharfe 
Scheidung vollziehen zwischen dem Falle, in dem die hier — 
blos vom Standpunkte der Logik gesprochen: — erforderliche 
Bescheidenheit geübt und demjenigen, in welchen gegen sie 
Verstössen wird : der erstere Fall liegt vor bei den geometrischen 
und physikalischen Grenzbegriffen, deren Realität für die mit 
ihnen angestellten Betrachtungen gleichgiltig ist und erst für 
die Anwendbarkeit dieser Betrachtungen in Frage kommt; der 
letztere Fall liegt beim Gottesbegriffe vor, an dem das im 
Vordergrunde des Interesses stehende, eben seine Realität ist. 
Von den falschen Grenzbegriffen gilt es, ähnlich wie 
von den zweifelhaften, dass ihnen ihr tadelndes Beiwort nicht 
als Begriffen, sondern nur im übertragenen Sinne insofern zu- 
komme, als sie zu falschen Urtheilen, nämlich wieder zu den 
die Realität dieser Begriffe bejahenden Urtheilen Anlass geben. 
Und es ist bei dieser Classe von Grenzbegriffen, der wir jetzt 
näher treten wollen, wesentlich, dass jene Urtheil.e nicht etwa blos 
mit mehr oder minder Wahrscheinlichkeit für falsch anzusehen 
sind — man hätte es sonst wieder mit der früheren Classe der 
zweifelhaften Grenzbegriffe zu thun, — sondern mit Gewissheit 
für falsch anzusehen sind. Erwägt man, woher diese Gewissheit 
rühre, so wird es jedem erkenntnistheoretisch Gebildeten ohne- 
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Weiters klar sein, datss sie nur den Ausdruck einer Unverträg- 
lichkeit zwischen einem jener Urtheile und irgend einem an- 
deren, das man seiner Evidenz wegen oder aus einem anderen 
Grunde für gewiss hält, darstellen könne; und es wird nicht 
schwer halten, sich an jedem der nun folgenden Beispiele 
falscher Grenzbegriflfe das Urtheil, gegen welches die Bejahung 
seiner Realität Verstössen würde, zu Bewusstsein ^u bringen. 

Den falschen Grenzbegriffen eines höchsten oder t i e f s t e n 
oder stärksten Tones sind wir bereits früher begegnet und 
es wurde erwähnt, dass die Realität dieser Begriffe an unserem, 
nicht weiter analysirbaren Bewusstsein: die Natur der Ton- 
inhalte verbiete es nicht, über jeden gegebenen Ton hinaus einen 
höheren oder tieferen oder stärkeren für möglich zu halten, 
scheitere. Aus ganz analogen Gründen hat man es in den Be- 
griffen einer grössten oder kleinsten Entfernung 
zweier Raumpunkte mit falschen Grenzbegriffen zu thun: 
die Natur der Ortsdaten ist so beschaffen, dass sich für jeden 
beliebigen Unterschied je zweier unter ihnen andere Ortsdaten 
ausfindig machen lassen, deren Unterschied unter jenen herab- 
sinkt oder ihn übersteigt. Man möchte meinen, dies sei so 
evident, dass Niemand dawider sündigen werde; trotzdem findet 
sich in vielen Schlüssen, die eben darum Fehlschlüsse sind, die 
Existenz eines irgend einem Raumpunkte nächstenPunktes; 
die Existenz kleinster Theile einer Linie u, dgl. vorausgesetzt. 
Ebenso und wieder aus analogen Gründen sind die Begriffe 
einer kleinsten oder einer grössten Zeitdauer falsche 
Grenzbegriffe und es gibt darum keinen irgend einem Zeit- 
punkte nächsten Zeitpunkt, wie es keinen irgend einem Raum- 
punkte nächsten Raumpunkt gibt; trotzdem sind die Redens- 
arten, wie: „Im nächsten Augenblick;'* „ein Moment früher 
oder später" u. dgl. m. ungemein gebräuchlich. Freilich hat 
man es hier eher mit einer Laxheit des Sprachgebrauches, als 
mit einem Fehltritte eines seiner Consequenzen sich bewussten 
Denkens zu thun; wie nahe aber auf diesem Gebiete naive 
Unschuld und ernstzunehmender Irrthum einander stehen, wird 
Jeder einsehen, der die grosse Rolle bedenkt, welche ganz 
analog concipirte Missbegriffe im Geistesleben der Menschheit ge- 
spielt haben und noch spielen. Wo immer Begriffe soweit fixirt 
sind, dass man sich mit gewissen Aussagen über dieselben iu 
Unverträglichkeiten verwickelt, da wird auch zu widerspruchs- 
vollen und darum falschen Grenzbegriffen der Anlass gegeben 
sein : solche werden z. B. vorliegen in den Begriffen einer un- 
endlich kleinen Grösse (ob nun dieselbe eine Zahl, eine Strecke, 
ein Zeitintervall, ein Körper sei) und einer unendlich grossen 
Entfernung zweier eigentlicher Raumpunkte, falls hier die Be- 
griffe einer Grösse und einer Entfernung zweier Raumpunkte 
aus Merkmalen, welche eine Determination durch die Prädicate 
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„unendlich-klein" und „unendlich-gross*' nicht gestatten, bestehend 
gedacht werden. Hieher gehört endlich auch der von Pascal be- 
schriebene Begriff der „wahrhaften" oder ,, absolut voUkommnen" 
wissenschaftlichen Methode, welche darin bestehen sollte, jede 
Vorstellung, die man benützt, zu definiren und jede Behauptung, 
die man aufstellt, durch schon anderweitig bekannte Wahrheiten 
zu beweisen :* der geniale Geometer bemerkt selbst, dass diese 
Methode, die das Ideal des Rationalismus darstellt; sehr schön 
wäre, dass sie aber unmöglich sei. 

Ein dritter Fehler, der einer Grenzbehauptung anhaften 
kann, besteht darin, dass einer Reihe, die eine Grenze aller- 
dings hat, als solche ein Gegenstand zugeschrieben wird, welcher 
der Reihe selbst angehört, während jene wahre Grenze der 
Reihe selbst nicht angehört. Es erscheint also hier übersehen, 
dass, um für gewisse Reihen eine Grenze ausfindig zu machen, 
über den Begriff der Reihenglieder hinaus — und zu einem 
weiteren Begriff übergegangen werden muss ; — eine Begriflfe- 
erweiterung, die wir ja gleichfalls am Beispiele der Irrational- 
zahl vortrefflich studiren konnten. 

So besitzt die Reihe der echten Brüche: 

12 3 n 

allerdings eine Grenze und zwar an der 1, die dieser Reihe 
selbst nicht mehr angehört; hingegen wäre der Begriff einer 

grösstenZahl von der Form — ,— - ein falscher Grenz- 
° n + 1 

begriff, da es eine solche grösste Zahl offenbar nicht gibt. 
Ebenso ist auch der allgemeinere Begriff eines grössten 
echten Bruches ein falscher Grenzbegriff. Es hat ferner 
eine Reihe von Strecken, von denen jede folgende immer halb 
so gross ist, als die vorhergehende, zur Grenze einen Punkt, 
also einen Gegenstand, der jener Streckenreihe selbst nicht an- 
gehört; wollte man hingegen von einer kleinstenStrecke 
jener Reihe sprechen, so hätte man hiemit einen falschen Grenz- 
begriff aufgestellt. Auch hörten wir, dass eine Reihe von in 
gewisser Weise abnehmenden Tonintensitäten zur Grenze die ab- 
solute Stille habe ; hingegen wäre der Begriff eines schwächsten 
Tones ein falscher Grenzbegriff. Und in diesem Zusanunen- 
hange ist endlich auch eines Satzes zu gedenken, der da lautet : 
„Wenn eine Eigenschaft M nicht von allen x, wohl aber von 
allen, die kleiner als ein gewisses (u) sind, gilt, so gibt es 
jederzeit irgend ein grösstes x (x g), welchem die Eigenschaft M 
zukommt." ^^) 

Dieser, wie sich leicht nachweisen lässt, falsche Satz ist 
es, welchen wir als Doppelgänger des richtigen Bolzano- 
We i erst rass'schen Theorems von der oberen und unteren 
Grenze schon früher ^^ angekündigt haben. Und seine Fehler- 



— 169 - 

hafiigkeit besteht eben darin, dass als Grenze der Reihe jener 
X, die kleiner sind als u, ein dieser Reihe selbst angehöriges x, 
nämlich x^ hingestellt wird^ während die thatsächliche Grenze 
dieser Reihe — eben jene »oberiB Grenze," von der das Bol- 
zano-Weierstrass'sche Theorem seinen Namen hat, (sie war 
in der Bolzano'sehen Fassung des Theorems mit U bezeichnet) 
— der Reihe, deren Grenze sie ist, nicht angehören muss. 
Die Vergleichung des richtigen Satzes von der oberen Grenze 
(von der unteren Grenze gilt natürlich ein Analoges) mit seinem 
Doppelgänger lehrt zugleich, wie sorgfältig man bei der Auf- 
stellung von Grenzbehauptungen zu Werke gehen müsse. 
P. Dubois-Reymond hat mit Recht betont "), dass Jeder, der 
auf dem Gebiete der Functionentheorie Laie ist, den Satz, wo- 
nach eine innerhalb eines Intervalles stets endliche Function 
dort einen grössteu und einen kleinsten Wert annimmt, durch 
seine „Anschauung" getäuscht und durch gegentheilige Erfah- 
rungen nicht gewitzigt, sofort einräumen werde; dieser Satz 
ist aber leicht auf jenen Doppelgänger des Theorems von der 
oberen und unteren Grenze zurückzufahren: er ist also falsch. 

Ein vierter Fehler, durch den eine Grenzbehauptung in 
charakteristischer Weise angefochten werden kann, entspringt 
wie bereits an einer früheren Stelle angedeutet wurde, daraus, 
dass man die Beziehung der Grenzeigenschaft auf ein abstuf- 
bares Merkmal, die schon im Begriffe einer Grenze stak, nicht 
immer scharf genug im Auge behält. Dass es vorerst Paradoxien 
gebe, denen man mühelas entgeht, sobald man jene Relativität 
der Grenze in Betracht zieht, lehrt die Betrachtung eines hübschen 
Beispiels, welches H. Hankel in seiner Abhandlung^ lieber die 
unendlich oft oscillirenden und unstätigen Functionen"»«) ange- 
führt hat. 

Das Paradoxon lautet mit den Worten seines Erfinders wie 
folgt: „Man theile ein Quadrat in der Seitenlänge 1 durch äqui- 
distante horizontale und verticale Parallelen in ein Netz von \t.^ 
kleineren Quadraten; man gehe dann von der einen Ecke des 
grossen Quadrates in zusammenhängendem Zuge nach der gegen- 
überliegenden Ecke, indem man dabei immer in jenen Parallelen 
bleibt, sich also bald in horizontaler, bald in verticaler Richtung 
bewegt. Die Länge des Weges, den man hiebei durch- 
misst, ist immer dieselbe und zwar = 2, wie man auch die 
Maschen jenes Netzes durchlaufe. Man wähle jetzt einen solchen 
Weg, der sich möglichst an die Diagonale anschliesst und trep- 
penförmig von dem einen Eckpunkte nach dem anderen auf- 
steigt, indem die Diagonale alle ausspringenden Ecken der 
Stufen trifft. Man lasse nun ji beliebig wachsen; jener treppen - 
förmige Weg wird sich dann, wenn er immer in gleicher Weise 
construirt wird, der Diagonale immer mehr annähern und sein 
Abstand von dieser beliebig klein werden; während aber die 
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Tangente der Diagonale für alle ihre Punkte denselben Wertli 
besitzt, so sehwankt die jenes treppenfbrmigen Zuges fort- 
während zwischen 0® und 90® und die Länge des letzteren bleibt 
eonstant = 2, während die der Diagonale einen anderen Werth, 
nämlich )/ 2 besitzt. Lässt man nun (x unendlich wachsen, so 
scheint man durch diesen Grrenzübergang zu einer Linie zu 
gelangen, die zwar in ihrem ganzen äusseren (?) Verlaufe, 
mit einer geraden Linie zusammenfällt, in ihrer inneren Natur 
aber wesentlich anders beschaffen ist, indem ihre Richtung in 
jedem Punkte gänzlich unbestimmt und ihre Länge von der 
der Geraden verschieden ist." 

Man bemerkt, dass dem Sinne dieses Beispiels gemäss die 
Diagonale der nach wachsendem [x in eine Reihe gebrachten 
Treppenlinien, wenn als das abgestufte Merkmal des Falles 
das sinnliche Bild der Treppenlinien (das wohl unser Autor 
meint, wenn er von dem „äusseren Verlauf** derselben spricht) 
oder auch dann, wenn als solches Merkmal der kleinste Pa- 
rallelstreifen angesehen würde, in den jede Treppenlinie ein- 
geschlossen werden kann. Denn in beiden Fällen wird die 
Definition - welche wir oben von der Grenze gegeben haben, 
anwendbar; nur dass im ersteren Falle nicht so sehr die Dia- 
gonale selbst als. vielmehr ihr sinnliches Bild Grenzeigenschaft 
für die sinnlichen Bilder der Treppenlinien besitzt und dass im 
letzteren Falle mit dem bereits oben gerechtfertigten Umstände 
zu pactiren ist, dass eine Linie (die Diagonale) Grenze einer 
Reibe von Flächen (der genannten Parallelstreifen) sein könne. 
Hingegen ist die Diagonale nicht Grenze der Treppenlinien 
wenn als das Merkmal, worauf sich die Grenzeigenschaft be- 
ziehen sollte, die Länge der Treppenlinien, oder auch die 
Gestalt derselben (die wohl unser Autor meint, wenn er von 
der „inneren Natur" einer Linie im Gegensatze zum „äusseren 
Verlaufe" derselben spricht), oder endlich die in der citirten 
Stelle näher angegebene Beschaffenheit der Tangenten an die 
einzelnen Punkte der Linien angesehen würde. Dass aber ein 
Gegenstand G hinsichtlich einer Reihe Grenzeigenschaft besitze, 
wenn das Merkmal A der Reihenglieder in Betracht gezogen 
wird und wieder nicht Grenzeigenschaft besitze, wenn ein 
anderes Merkmal B derselben in Betracht gezogen wird, könnte 
nur dann beanstandet werden, wenn daraus, dass G hin- 
sichtlich irgend eines Merkmales Ader Reihenglieder Grenz- 
eigenschaft besitzt, geschlossen werden dürfte, dass er dann 
hinsichtlich jedes Merkmales derselben Grenzeigenschaft be- 
sitzen müsse. Dass aber für diesen Schluss keine Evidenz 
vorliege, wird wohl ohneweiters zugegeben werden*"); wir 
kommen auf denselben übrigens noch bei späterer Gelegenheit 
und zwar dort, wo vom Standpunkte der Grenzbetrachtungen 
aus die Möglichkeit der Metaphysik erörtert werden wird, zurück. 
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Es ist ferner ohneweiters klar, dass man sich in Fehl- 
aclilüsse dann verwickeln werde, wenn man mit dem abstuf baren 
Merkmale, auf welches sich eine Grenzbebauptung bezieht^» im 
Laufe eben derjenigen Argumentation, durch welche diese Be- 
hauptung gerechtfertigt werden sali, wechselt Ein solcher Fehl- 
schluss würde z. B. dann vorliegen, wenn man daraus, dass die 
Projection einer ebenen Fläche auf eine Ebene gleich der pro- 
jicirten Fläche multiplicirt mit dem Cosinus des Neigungswinkels 
ist, die Folgerung zöge, dass auch für die Projection einer 
ebenen geschlossenen Linie auf eine Ebene dieselbe Beziehung 
bestehe. Das Irrige dieser Folgerung besteht nicht darin, dass 
hiebei die geschlossene Linie als Grenze einer Reihe immer 
schmalerer Flächen vorausgesetzt erscheint — diese Voraus- 
setzung darf man, falls man nur stets ihre strenge Bedeutung 
einhält, gelten lassen, — sondern darin, dass einem der abstuf- 
baren Merkmale, hinsichtlich dessen die geschlossene Linie that* 
sächlich Grenze jener Flächen ist, etwa der Flächengrösse, im 
gefolgerten Satze ein ganz anderes Merkmal, nämlich die Linien- 
länge, welche offenbar gar kein Abstufungsprincip für Flächen 
abgeben kann, untergeschoben worden ist. Hätte man jenes 
richtige abstufbare Merkmal der Flächengrösse beibehalten, so 
wäre man, statt zu jener falschen, zu der Folgerung gekommen, 
dass die Projection einer ebenen Fläche auch dann, wenn diese 
von der Flächengrösse Null ist, durch Multiplication derselben 
mit dem Cosinus des Neigungswinkels erhalten werde, und an 
dieser Folgerung, die darauf hinausläuft, dass die Projection 
einer Null an Fläche selbst eine Null an Fläche sei, ist sicher- 
lich nichts auszusetzen. In diesem Zusammenhange ist «uch 
die von Galilei ersonnene (von Kästner und Bolzano 
mitgetheilte) Paradoxie zu erwähnen, wonach der Umfang eines 
Kreises so gross wäre, als dessen Mittelpunkt. „Um eine Vor- 
stellung von der Art, wie man dies darzuthun suchte, zu er- 
halten, — ich verwende hier die Beschreibung, die Bolzano 
von unserer Paradoxie gibt*^), — denke sich der Leser ein Qua- 
drat ab cd, darin aus a als dem Mittelpunkte mit dem Halb- 
messer a b der Quadrant b d beschrieben, dann die Gerade p r 
parallel zu a b gezogen ist, und die beiden Seiten des Quadrats 
a d und b c in p und r, die Diagonale a c in n und den Qua- 
dranten in m schneidet ; kurz die bekannte Figur, durch die man 
darzuthun pflegt, dass ein Kreis mit dem Halbmesser p n gleich 
sei dem Ringe, der durch Abzug des Kreises mit p m von dem 
mit pr zurückbleibt; oder dass 

IT . pn^ = TT , pr^ — 7t . p m^ 
sei. Wenn (nun) pr stets näher zu ab heranrückt, wird offen- 
bar der Kreis mit pn stets kleiner und der Hing zwischen den 
Kreisen mit pm und pr immer schmäler;" bleibt nun die durch 
die obige Gleichung ausgedrückte Beziehung bestehen auch für 
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die Grenzen sowohl der immer abnchnienden Kreise mit dem 
Halbmesser pn, als der immer schmflier werdenden Kreisringe 
zwischen den Kreisen mit den Halbmessern pm und pr, so 
scheint sich hieraus, da die erstere Grenze ein Punkt und die 
letztere Grenze die um diesen Punkt als Mittelpunkt mit dem 
Halbmesser ab beschriebene Kreislinie ist, die oben erwähnte 
Paradoxie zu ergeben. Bolzano meint, um ihr auszuweichen, 
geltend machen zu müssen, dass eine ungehörige Einmengung 
der unendlich kleinen Grössen in jene Argumentation stattge- 
funden habe; ich glaube aber, dass diese Erklärung das Cha- 
rakteristische des hier vorliegenden Fehlschlusses nicht trifft: 
zudem ist die wirklich zutreffende Erklärung weit einfacher, 
als die von Bolzano gegebene. Es hat nämlich offenbar auch 
in jener Argumentation ein Wechsel mit dem abstufbaren 
Merkmale, worauf sich die GrenzeigenschAft der dort vorkom- 
menden beiden Grenzen bezog, stattgefunden. Die oben hin- 
geschriebene Gleichung verglich die Flächen eines Kreises und 
eines Kreisringes hinsichtlich ihrer FlächengrOsse ; gilt nun der 
Punkt als Grenze abnehmender Kreisflächen und die Kreislinie 
als Grenze abnehmender Kreisringe, so ist vermöge jener Gleichung 
nur das zu erwarten, dass Punkt und Kreislinie hinsichtlich 
der FlächengrOsse einander gleich seien und diese Schlussfol- 
gerung ist völlig richtig, da sowohl einem Punkte als einer 
Kreislinie die FlächengrOsse Null zukommt. Die Paradoxie 
entspringt blos daraus, dass das abstufbare Merkmal der Flächen- 
grOsse verlassen und nun auf einmal behauptet wird, dass die 
Kreislinie, anstatt hinsichtlich ihrer FlächengrOsse, hinsichtlich 
ihrer Länge einem Punkte gleich sei: — was freilich un- 
sinnig ist. 

Ein fünfter Fehler ist nicht so sehr den Greuzbehauptungen 
selbst, als gewissen Nebenbehauptungen, die sich jenen gern 
zugesellen, eigenthümlich. Wenn man die Definition einer 
Grenze erwägt, die wir oben gegeben haben, so wird man er- 
kennen, dass durch dieselbe die Existenz mehrerer Grenz- 
gegenstände für dieselbe Reihe und hinsichtlich desselben Grenz« 
merkmals nicht ausgeschlossen wird. Dass mehrere Gegenstände 
ein abstufbares Merkmal einer Reihe in demselben äussersten 
Au&masse an sich tragen, erscheint ohneweiters als möglich; 
und wenn dann nur an Einen dieser Gegenstände die Glieder 
der Reihe sich in der durch den Begriff der Grenze vorge- 
schriebenen Weise herandrängen, so wird dem nichts benommen 
dadurch, dass ausser diesem Einen Gegenstande noch andere 
Grenzgegenstände existiren: diese letzteren bewirken offenbar 
nur, dass für den Abstand Null vom Superlativwerthe des Grenz- 
merkmals ausser jenem Einen Grenzgegenstande noch andere 
Träger vorhanden sind und sie schaffen keinen Träger irgend 
eines anderen Abstandes von jenem Superlativwerthe, — wie 
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solche Träger schon darum, weil es überhaupt Einen Glrönz^ 
gegenständ gibt, vorhanden sein müssen — - aus der Welt. 
Wenn daher eine Reihe so beschaffen ist, dass für dieselbe 
hinsichtlich irgend eines abstufbaren Merkmales mehrere Grenz- 
gegenstände existiren, und die diesbezügliche Grenzbehauptung 
wäre von der Art, dass sie nur einen einzigen solchen Grenz- 
gegenstand anerkennte, so würde dies den Fehler, den ich 
hiemit an letzter Stelle noch kennzeichnen wollte, ausmachen. 
Ein solcher Fehler würde z. B. dann begangen werden, wenn 
man von einem hellsten Sterne, von dem unter gewissen 
Umständen besten Schachzugo, von dem idealen An- 
wendungsgebiet einer Zahlart spräche, falls hier die 
Sache so läge, dajss es zwei oder noch mehr gleich helle Sterne, 
zwei oder noch mehr gleich gute Schachzüge u. s. w. gibt ; der 
jenen Superlativen vorgesetzte bestimmte Artikel drückt dann 
. . eine Einzigkeit aus, die nicht besteht. Freilich kann an diesen 
Beispielen strenggenommen nur ein Analogen des Fehlers, den 
ich meine, aufgewiesen werden ; denn es ist entweder (im ersten 
und dritten Beispiele) nicht dargethan, dass jene Superlative 
GrenzbegriflFe im strengen Sinne des Wortes bedeuten, oder 
sogar (im zweiten Beispiele) nachweisbar, dass sie solche Grenz- 
begriffe nicht bedeuten können*^). Aber die angeführten Beispiele 
sind gleichwohl vortrefflich geeignet, den in Rede stehenden 
Fehler zu verdeutlichen; und zwar darum, weil sie — den von 
jenem Fehler betroffenen Punkt selbstverständlich enthaltend — 
im Uebrigen einfacher sind, als irgend ein Beispiel einer strengen 
Grenze es sein könnte. Ein solches läge etwa dann vor, wenn 
Jemand als Grenze einer Reihe von Strecken, die so beschaffen 
sind, dass sie nach Wahl einer linearen Einheit als Käherungs- 
werthe von 1/2 bezeichnet werden können, blos die Hypothenuse 
eines bestimmten, concret vorliegenden gleichschenklig-recht- 
winkligen Dreiecks von der Kathete 1 ansähe, während doch 
die Hypothenusen all der unendlich vielen Dreiecke, die dem 
vorliegenden congruent sind, mit demselben Recht als Grenzen 
jener Reihe gelten müssen. Oder^ um ein Beispiel von prak- 
tischerer Bedeutung anzuführen: wenn der Begriff Gottes als 
eines allervoUkommensten Wesens einen Grenzbegriff dmrstellt, 
so liegt hierin noch nicht involvirt, dass es nur Einen Gegen- 
stand als Träger jenes höchsten Ausmasses der Vollkommenheit 
(die im vorliegenden Falle Grenzmerkmal ist) gebe; und eine 
Behauptung monotheistischen Inhalts, wie z. B. schon die : Gott 
sei „das" allervollkommenste Wesen, muss ihre Berechtigung 
anderswoher schöpfen, als blos aus jenen Grenzverhältnissen. 
Es steht insofern mit dem Begriffe einer Grenze nicht anders, 
als mit anderen Begriffen; denn auch bei diesen bildet die 
Feststellung der Anzahl der Gegenstände, die unter einen Be- 
griff fallen, ein Zweites, das zur Schöpfung des Begriffes selbst 
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noch hinzutreten muss. Bei Begriffen, deren Inhalt eine Un- 
verträglichkeit in sich birgt, erfolgt diese Feststellung (wonach 
nämlich unter einen solchen Begriff kein Gregenstand fallen 
könne) unmittelbar aus dem Begi*iffsinhalte heraus; bei allen 
anderen Begriffen ist sie an mehr oder minder weitläufige Er- 
fahrungen (im weitesten Sinne dieses Wortes) geknüpft. Und 
wollte Jemand die Einzigkeit an Begriffsgegenständen direct 
oder indirect als Merkmal in einen Begriffsinhalt aufnehmen, 
so würde er vorerst wieder nur über eine sehr enge Classe von 
Begriffen — eben über diejenigen, die dieses Merkmal besitzen 
— etwas ausgemacht haben und er würde zweitens Gefahr 
laufen, gewisse sonst werthvoUe Begriffe eben durch die Berei- 
cherung um jenes Merkmal so belastet zu haben, dass nun gar 
kein Gegenstand mehr unter sie fällt ; — so dass er seine Sucht, 
eine Mehrheit von Begriffsgegenständen auszuschliessen, auf 
Kosten dessen, dass überhaupt ein Begriffsgegenstand existirt, 
also auf Kosten der Realität des Begriffes befriedigt hätte. 

Ich masse mir nicht an, mit dem Vorstehenden sämmtliche 
Fehler allgemeinerer Natur, denen Grenzbehauptungen mög- 
licherweise unterliegen können, erörtert zu haben; es ist un- 
vermeidlich, dass ein Werk, das es zum ersten Male unter- 
nimmt, eine Denkweise von fundamentaler Bedeutung über 
das ganze grosse Gebiet hinweg zu verfolgen, über welches sie 
ihren Einfluss erstreckt, Lücken aufweise. Wenn aber nur 
erst, wie dies hiemit geschieht, die Stellen deutlich angegeben 
werden, an welchen eine solche Lückenhaftigkeit zu vermuthen 
ist, so ist es der Folgezeit allemal leicht, das Fehlende zu er- 
gänzen. 

Zu dem Abscheu vor den unendlichen Mannigfaltigkeiten, von 
dem wir im vierten Capitel die Unterarten des „horror infiniti*' und 
der Perhorrescirung eines unbegrenzten Regresses kennen gelernt 
haben, hat grösstentheils auch die Furcht vor Fehlschlüssen, wie 
sie im Vorstehenden betrachtet worden sind, beigetragen: es ist 
natürlich, dass man ein Terrain zu vermeiden suchte, dessen 
Gefährlichkeit aut Schritt und Tritt merklich war. Freilich 
möchte es bei kühler Erwägung klüger erscheinen, sich gegen 
die Verführungen, denen man bei der Anwendung einer ge- 
wissen Denkweise leicht unterliegt, durch eine methodisch an- 
gestellte Untersuchung derselben zu sichern und hiebei zugleich 
die Vortheile dieser Denkweise einzuheimsen, sich also etwa 
so zu verhalten, wie Odysseus den Sirenen gegenüber: aber 
man thut nicht immer das Klügere. So ist es denn nachweis- 
bar, dass die philosophischen Betrachtungen des Eleaten Zeno, 
in welche eine Reihe falscher Grenzbegriffe hineinspielten, einen 
Einfluss auf die griechische Mathematik nach der Richtung hin 
ausübten) dass Grenzbetrachtungen möglichst vermieden und 
durch indirecte, weit langwierigere Denkprocesse ersetzt wurden. 



— 175 - 

Seitdem haben die Klagen über die Dunkelheit der Lehrsätze; 
welche von den unendlichen Mannigfaltigkeiten handeln, mochte 
nun vom Unendlichgrossen oder vom ünendlichkleinen oder 
vom Stetigen die Rede sein; und die Anklagen gegen die Be- 
harrlichkeit, mit der von Seite der Mathematiker solche Lehr- 
sätze doch immer wieder vorgetragen wurden, nicht aufgehört. 
Es wäre ein grosser, aber doch vergleichsweise noch erträglicher 
Nachtheil gewesen, wenn auf Grund dessen ein begrenztes Grebiet 
solcher Untersuchungen, in welche auf die eine oder andere Weise 
der Begriff unendlicher Mannigfaltigkeiten einti'itt, abgesteckt 
und dann excommunicirt worden wäre; da aber im Laufe der 
Zeit der innige Zusammenhang dieser Untersuchungen mit dem 
ganzen Bestände der Mathematik immer mehr und mehr erkannt 
wurde, so konnte es kommen, dass ein Geist, wie Pascal, 
sich durch Schwierigkeiten der genannten Art der ganzen Ma- 
thematik abspenstig machen Hess. 

Und doch sind solche Schwierigkeiten gemeiniglich denen 
zur Last zu legen, denen sie aufstossen; sie haften nicht so 
sehr den Dingen an, als vielmehr den fehlerhaften Fragen, 
mit denen man an die Dinge herantritt. Es ist selbstverständlich 
nicht möglich, dies von jedem einzelnen Scrupel, wie er im 
Laufe der Jahrtausende dem oder jenem Denker hinsichtlich 
eines der in Rede stehenden Probleme aufgetaucht ist, nach- 
zuweisen. Nur eine solche Meinungsäusserung, für deren ein- 
gehendere Berücksichtigung eine Reihe von Gründen spricht, 
möge hier noch Aufnahme finden : sie ist neuesten Datums und 
lührt von einem namhaften Mathematiker her; sie stellt eine 
der ausgiebigsten Erörterungen des Begriffes der Grenze dar, 
die existiren ; und sie liefert auf die hiebei aufgeworfene Kern- 
frage, die wir sogleich kennen lernen werden, die verzweifel- 
teste Art Antwort, die innerhalb einer Wissenschaft überhaupt 
möglich ist. 

P. Dubois-Reymond bekennt, nach jahrelangem Nach- 
denken zu dem Resultate gekommen zu sein, dass auf die Frage : 
gibt es für jeden endlosen Decimalbruch eine scharfe Grenze, 
die ebenso existirt, wie die einzelnen Stadien des Decimal- 
bruches selbst oder gibt es eine solche Grenze nicht? keine 
allgemein verbindliche sei es bejahende, sei es verneinende 
Antwort möglich sei. Vielmehr hätten „zwei durchaus ver- 
schiedene Auffassungsweisen . . gleiches Anrecht darauf, . . als 
Grundanschauungen der strengen Wissenschaft zu gelten *^);" nach 
persönlicher „Anlage und Erziehung" ergreife man ftir die eine 
oder die andere derselben Partei, während die „Freiheit unserer 
Wahl logisch durch nichts beeinträchtigt" sei**). Unser Autor 
weiss sich endgiltig „ausser Stande für eine von beiden Grundan- 
schauungen den Sieg herbeizuführen***);" aber gerade die Auf- 
deckung dieser dem Kernprobleme der Analysis anhaftenden 
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Antinomie betrachtet er als die ^ad assem^* erfolgte erkenn tnis- 
theoretische Lösung desselben : er feiert sie als eine That, welche 
die Nebel, wie sie bisher über den Grundlagen der Analjsis 
gelagert hätten, verscheuche. Betrachten wir die beiden ein- 
ander widerstreitenden Auffassungsweisen, — sie führen die 
Namen: „Idealismus" und „Empirismus** — etwas näher. 

Der „Idealist" verficht „die wirkliche Existenz nicht allein 
des Vorgestellten, sondern (auch) der aus den Vorstellungen 
unwillkürlich folgenden Anschauungen."^^) „Unser Denkgebiet 
(enthalte) nicht allein die Mosaik des Wahrnehmbaren und die 
daraus durch den Denkprocess, also durch Deformation und 
Combination abgeleiteten Vorstellungen und Begriffe, sondern 
es wohne uns die unerschütterliche Ueberzeugung inne vom Vor- 
handensein gewisser Dinge ausserhalb des Vorstellungssystems*')." 
Es sei ein „unwiderstehlicher Zwang, der uns nach gewissen 
Richtungen hin aus dem Gebiet des Vorstellbaren treibt *®)," 
UeberalT legt der „Idealist," „soweit dies möglich ist, zu 
Grunde . . . die von dem Vorhandensein menschlicher Gehirne 
unabhängig gedachte Beschaffenheit der Dinge*')", nimmt also 
einen im weitesten Sinne des Wortes transcendenten Standpunkt 
ein. Dementsprechend behauptet er dann auch axiomatisch den 
Abschluss gewisser Vorstellungsreihen (zu denen die endlosen 
Decimalbrüche gehören), welche thatsächlich immer nur bis zu 
gewissen Gliedern hin „gegeben" sind: er anerkennt die Grenze 
solcher Decimalbrüche ^^). 

Dem „Idealisten" hält der „Empirist" die These entgegen : 
„Alles wissenschaftlich Wohlbegründete . . geht von den un- 
mittelbaren Wahrnehmungen aus und muss sich wieder auf 
unser dem Wahrnehmbaren entsprechendes Vorstellungssystem 
zurückführen lassen ^^)." Alles Vorstellungsfremde sei aus der 
Grössenlehre auszustossen und beizubehalten nur, was Vorstel- 
lung mit Vorstellung verknüpff^^). Der Wahlspruch des „Empi- 
risten" lautet: „Von Vorstellung zu Vorstellung!" **) er versagt es 
sich, „die Grenze des natürlichen Vorstellungsgebiets zu über- 
schreiten ;" er billigt wohl das Idealisiren, vor dem Ideale selbst 
aber macht er Kehrt ^*). Demgemäss lehnt er die Forderung: ein 
„Unvorstellbares,* als welches jede Grenze hingestellt wird**), 
„für eine Existenz zu halten" als ein in „die empiristische Mathe- 
matik" nicht gehöriges „Axiom" ab'^^): er leugnet die Grenze 
des endlosen Decimalbruchs, indem er sich damit begnügt, be- 
liebig ferne Glieder desselben anzuerkennen, deren Vorstellung 
früher oder später ja ohnehin mit derjenigen der Grenze sich 
„vermengen" müsse *'). 

So fein zugespitzt aber die vorstehenden Ausführungen 
sind, so fehlerhaft erweisen sie sich bei näherem Zusehen. Es wird 
nicht schwer fallen, dies dem Leser, der unseren Untersuchungen 
bis hieher treu gefolgt ist, auf das Deutlichste darzuthun. 
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Wenn die Grenze, deren Existenz nachzuweisen unser 
Autor sich vergeblich bemüht hat, auch thatsächlich gar nicht 
existirte, so würde daraus noch keineswegs folgen, dass von nun 
an der Begriff einer solchen Grenze innerhalb der Wissen- 
schaft keine Rolle mehr spielen dürfe. Es gibt nicht nur Wissen- 
schaft vom „Seienden^, wie Plato meinte, sondern auch vom 
Nicht-Seienden. Wir können aus Begriffen, deren Realität völ- 
lig dahingestellt bleiben darf, eine Fülle sogar evidenter Sätze 
gewinnen ; erweist es sich später, dass solchen Begriffen Realität 
allerdings zukomme, d. h. aass es Gegenstände gebe, die unter 
sie fallen, so werden hiemit jene Sätze anwendbar, aber nicht 
erst wahr. Und gerade die Mathematik, in welcher ja der 
Begriff einer Grenze zunächst eine Rolle spielen will, ist voll 
von solchen Sätzen. Ich will hier nicht auf all das reflectiren, 
was uns die Geometrie von ihren zahllosen Gebilden, deren 
strenggenommen wohl keines existirt, lehrt; und zwar darum 
nicht, weil unser Autor nicht zuzugeben gewillt ist, dass wir 
hinsichtlich irgend eines geometrischen Satzes in günstigerer Lage 
seien, als hinsichtlich des Problemes von der Decimalbruch- 
grenze : ganz so wie um die Existenz dieser „Idealist^ und 
„Empirist" rechten — immer getragen von dem Gedanken, 
dass hier ein für die Wissenschaft wesentlicher, wenn nicht 
der wesentlichste Streitpunkt vorliege, — so rechten sie auch 
um ^die Existenz der geometrischen Ideale ^®)." Aber ich will 
die viel einfachere und wohl auch wirklich einfache Frage 
stellen : ob denn nicht schon die trivialsten arithmetischen Sätze, 
wie z. B. der Satz 7 + 2 = 9 von jener hypothetischen Natur 
sind, welche die Ablehnung von Existenzbehauptungen in sich 
schliesst? Der angeführte Satz bedeutet doch nur, dass mit 
dem „{1 -)- 2)" - Sein das „9" - Sein nothwendig verknüpft 
sei und es ist zwar nicht seine Anwendbarkeit und auch nicht 
di^ psychologisch abzuschätzende Möglichkeit ihn zu gewinnen, 
wohl aber seine Wahrheit offenbar ganz unabhängig davon, ob 
es irgendwo in der Welt Inbegriffe von sieben, zwei oder neun 
Gegenständen gebe, sowie davon, ob irgend ein beseeltes Wesen 
diejenige Operation, die wir Vermehrung um Eins nennen, voll- 
ziehen könne. So mag es denn, wenn man auch die hohe 
Bedeutung des Begriffes der Grenze für die Analysis durchaus 
einräumt, viel mehr auf dessen Deutlichkeit und Verwendbar- 
keit zu hypothetischen Urtheilen (im oben angegebenen Sinne 
dieses Wortes) ankommen, als auf seine Realität, auf das „Vor- 
handensein" von Grenzen. 

Man könnte sich aber die Zuspitzung des ganzen Problems 
der Decimalbruchgrenze auf die Frage nach der Existenz einer 
solchen Grenze immerhin gefallen lassen, wenn hier nur das 
Wort „Existenz" in einem richtigen Sinne verstanden wtlrde. 
Wir haben auch bereits gehört, welches dieser richtige Sinn 

Kerry, System einer Theorie der Grtnzbegriffe. X2 
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Bei: er bestand darin, dass an jenem endlosen Decimalhruche 
ein Zahlenmässiges insbesonders durch Grössenvergleichung mit 
anderen endlosen Decimalbrüchen uns zu deutlichem Bewusst- 
sein gebracht werden könne, und von diesem Zahlenmässigen 
liess sich dann allerdings beweisen, dass es die Grenze des 
Decimalbruchs, dem exacten Begriffe einer Grenze gemäss, dar- 
stelle. In diesem Sinne konnte also die Existenz der Decimal- 
bruchgrenze thatsächlich evident gemacht werden. Und es fragt 
sich, was wohl unser Autor unter „Existenz^ verstehen musste, 
um zu dem gegentheiligen Ergebnisse zu kommen. 

Es lässt sich nun imschwer einsehen, dass ihm hiebei die- 
jenige Existenzweise vorschwebte, wie sie den geometrischen 
Gebilden zukäme, wenn solche ganz so, wie ihr streng mathe* 
matischer Begriff es vorschreibt, irgendwo in der Natur oder in 
der Phantasie eines vorsteUenden Wesens vorkämen. Unser 
Autor erklärt gleich Eingangs seiner Untersuchungen eine „ab- 
stracto numerische Grenze^ für „eine jeglichen Sinnes baare 
Redensart^*);* alle von ihm discutirten Nachweise für die Existenz 
der Decimalbruchgrenze sind geometrischer Natur, insofern, 
nachdem den einzelnen Posten des Decimalbruchs Punkte auf 
einer Geraden in der bereits mehrfach erwähnten Weise zuge- 
theilt sind, das ganze -r- freilich erfolglose — Trachten dahin 
geht, die Existenz eines weiteren Punktes, der Grenzpunkt 
jener sein soll, evident zu machen. Dem entspricht dann auch 
der Bescheid, wie ihn der Autor als seiner Weisheit letzten 
3chluss zusammenfassend vorträgt : „Das bis zur Decimalbruch- 
grenze concentrirte Problem musste die Frage erzeugen : Wenn 
die discreten Grössen, die eine Grenze haben sollen, von dieser 
ewig verschieden bleiben, wie können sie ihre Grenze bestim- 
men? Welche Beziehung zwischen ihren getrennten Werthen 
und ihrer Grenze ist vorstellbar? An sich ist eben keine vor- 
stellbar, und so fällt man auf die Lösung, dass sie entweder 
schliesslichmit der Grenze zu einer Vorstellungsich 
vermengen (empiristische Anschauung), oder dass ihre 
Unterschiede dem menschlichen Vorstellungsgebiete schliesslich 
nicht mehr angehören können (idealistische Auffassung), womit 
denn das Problem endgiltig erledigt ist^*^)." Es leuchtet wohl ohne- 
weiters ein, dass hier der „empiristischen Anschauung^ überhaupt 
nur ein geometrischer Sinn zugesprochen werden kann : denn von 
einer,, Vermengung" zweier Zahlen, oder genauer: irgendeines 
Gliedes einer Zi^lenreihe mit deren Grenze kann doch wohl 
bei einem Menschen von deutlichen Begriffen nicht die Rede 
sein. 

Schon hieraus geht hervor, dass wir es im vorliegenden 
Falle nicht etwa blos mit einer zu Gunsten anschaulicherer 
Darstellung vorgenommenen Illustration eines arithmetischen 
Thatbestandes durch einen, geometrischen zu thun haben ; gb 



— 179 — 

beruht vielmehr die Umdeutung der Obliegenheit : die Decimal* 
bruchgrenze nachzuweisen, in die Obliegenheit: die Existenz 
gewisser geometrischer Punkte nachzuweisen, auf den princi- 
piellen Ansichten, die unser Autor über das Verhältnis zwischen 
Arithmetik und G-eometrie hegt. Hienach wäre es ,,eine Be* 
hauptung, die schwerlich ernstem Widerspruch begegnen" 
werde, dass ,,die geometrischen Massvorstellungen den Ursprung 
und die stete Zuflucht unseres genauen Denkens bilden®*)". So- 
gar die Schöpfung des Begriffes vom „Idealgenauen" wird als 
ausschliesslich auf Grund geometrischer Daten erfolgend hinge- 
stellt; wir kommen auf die Psychogenesis dieses Begriffes, wie 
sie unser Autor sich denkt, noch bei späterer Gelegenheit zu- 
rück. Andrerseits werden die Zahlen schlechtweg aljs unselb- 
43tändig und von den linearen Grössen abhängig angesehen. ;;Dle 
Zahl d. i. die sogenannte Kationalzahl" verhalte sich „zu ent« 
sprechenden Theilen der Einheitstrecke (als Vertreterin der linearen 
Grösse), wie Wort zu Begriff oder Vorstellung ^2)." Ganz all- 
gemein seien Zahlen entweder Zeichen für wirkliche Grössen oder 
lediglich „Figuren," deren man sich allerdings als „Spielgrösse" 
{wie eine solche z. B. der Thurm im Schachspiel ist) bedienen 
könne. *'^) 

Aber weder diese Beurtheilung der Zahlen und ihres Ver* 
hältnisees zu den geometrischen Grössen ist zu billigen, noch 
die Oonsequenz hievon : dass nämlich die geometrischen Grenzen 
als den arithmetischen dem Range nach übergeordnet, ja als 
die einzigen, mit deren Begriff überhaupt ein Sinn zu verbinden 
ist, angesehen werden. Was unser Autor über die Abhängigkeit 
der Zahlen von den linearen Grössen vorgebracht hat, lässt 
sich — wenn wir den Charakter der übrigen Zahlen hier dahin- 
gestellt sein lassen — doch keinesfalls auf die Anzahlen aus- 
dehnen. Diese würden schaffbar sein, auch wenn es gar keine 
linearen Grössen gäbe, und aller Wahrscheinlichkeit nach ge- 
schaffen worden sein, auch wenn es lineare Grössen nie gegeben 
hätte: man kann bekanntlich auch Töne, Begriffe, Urtheile, 
Willensacte und zahllose andere Gegenstände, die keine linearen 
Grössen sind, zählen und auch an Bedürfiiissen, solches Können 
zu bethätigen, dürfte es nie gefehlt haben. Sind aber einmal 
die Anzahlen den linearen Grössen gegenüber selbständig, wie 
es zweifellos der Fall ist, so ist hiemit jedenfalls eine Art 
ebenso selbständiger, „reiner" Arithmetik auch für alle anderen 
Zahlarten sichergestellt, diejenige nämlich, welche ihre sämmt- 
liehen Urtheile ohnehin nur als mehr oder minder verdichtete 
Aussagen über Anzahlen interpretirt wissen will. Auf die Anzahlen 
passen aber auch die anderen abfälligen Bemerkungen nicht, welche 
unser Autor gegen die Zahlen überhaupt vorbringt. Wären die 
Anzahlen tbatsächlich nur „Zeichen für wirkliche Grössen'^ und 
den Wörtern einer Sprache vergleichbar, so wäre es unverständlich, 

12* 
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dass über sie evidente Urtheile und zwar unendlich viele evi- 
dente Urtheile gefällt werden können, wie solche z. B. in dem 
Satze von der Unbegrenztheit der Anzahlenreihe und in der 
Aussage : die Vermehrung jeder Anzahl um Eins sei eine ein- 
deutige Operation, involvirt sind. Sollte es zwischen Wörtern 
solche evidente Beziehungen geben können? Eine eigenthüm- 
liehe Art von Wörtern das! Und auch die Anzahlen mit den 
Spielgrössen auf eine Stufe zu stellen, ist ein arger Missgriff; 
während die Bedeutung dieser aus willkürlichen Festsetzungen 
herstammt, stellen jene ganz ebenso bestimmte und uns aufge- 
drängte Eigenschaften von Inbegriffen dar, wie etwa „roth^ 
die Eigenschaft gewisser Gegenstände darstellt: hier gab es 
nichts zu erfinden und zu wollen, sondern nur zu entdecken 
und anzuerkennen. Eine so gewaltsame Verkehrung des Sach- 
verhalts kann auf die Dauer nicht haltbar sein ; und es ist darum 
nicht zu verwundern, dass unser Autor im Laufe seiner Dar- 
stellung dazu gedrängt wird, für Auffassungen, die der seinigen 
stracks zuwiderlaufen und richtig sind, Zeugnis abzulegen. So 
betont er selbst, dass ein jeder Versuch, die Grenze einer Folge 
stetiger Grössen, wie es die geometrischen sind, nachzuweisen, in 
eine „numerische Construction" der Glieder dieser Folge einmün- 
den müsse^^) ; dass die Behandlung gewisser Functionen „entschie- 
den die numerische Auffassung des Arguments voraussetze®*^);^ 
und — gegen Schluss seines Werkes taucht gar der Ausdruck : 
„ a r i t hm e t i s c h e Genauigkeit^ *•) auf, — ein Ausdruck, der un- 
verkennbar durchblicken lässt, es möchten am Ende doch etwa» 
Anderes, als .die geometrischen Maassvorstellungen '^ „den 
Ursprung und die stete Zuflucht unseres genauen Denkens 
bilden." . 

Hieraus ergibt sich denn auch, dass es durch das Rang- 
Verhältnis zwischen Arithmetik und Geometrie nicht gerecht- 
fertigt erscheint, wenn man die Art, wie geometrische Punkte 
existiren, für die Art, wie Grenzen überhaupt existiren können, 
massgebend sein lässt. Ein jedes Ding will auf seine Weise 
existiren und man darf nicht behaupten, dass es, weil es nicht 
auf die Weise eines anderen existirt, darum überhaupt nicht 
existire. Es wird also dabei sein Bewenden haben können, 
dass ein Zahlenmässiges als Grenze einer Zahlenfolge nach- 
weisbar sei, wiewohl ein Punkt als Grenze einer Punktfolge 
immerhin nicht nachweisbar sein mag. Und wir müssen es 
nun auch von einer anderen Seite her, als von derjenigen, 
welche das principielle Verhältnis der Geometrie zur Arithmetik 
berücksichtigt, für ein verfehltes Unternehmen erklären, den 
Ausgang für den Nachweis einer Grenze von der Geometrie 
zu nehmen. Die Existenz eines Punktes im Räume auszumachen, 
ist eine transscendente Aufgabe in dem Sinne des Wortes, wo- 
nach dasselbe von jeder Behauptung, die über den Befund an 
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individuellen B.ewusstseinsinhalten und deren Beziehunp:en unter- 
einander hinausgeht, ausgesagt werden muss; sicherlich meint 
ein Jeder — auf die Berechtigung dieser Meinung kann hier 
natilrlich nicht eingegangen werden — etwas unabhängig von 
seinem individuellen Bewusstsein Existirendes, wenn er von der 
Existenz eines Punktes im Räume spricht. Es ist nun der 
Mathematik keineswegs eigenthümlich, sich mit derartigen trans- 
cendenten Aufgaben zu befassen: wir haben in diesem Sinne 
schon die Lotze'sche Unterlegung, als ob mit dem sogenannten 
Sich-Schneiden paralleler gerader Linien in einem unendlich 
fernen Punkte die quasi-physikalische „Existenz^ eines Ortes 
im Unendlichen behauptet werden sollte, zurückgewiesen 0') und 
wir werden in demselben Sinne die Behauptung einer eben 
solchen ,,Existenz^^ unendlich kleiner Grössen als eine nur 
missverständlich der Mathematik zugeschobene zurückweisen. 
Und, wo die Mathematik sich ausnahmsweise wirklich darauf 
einlässt, in dem oben angegebenen Sinne transscendent zu werden, 
wie dies z. B. bei dem Satze von der Stetigkeit des Baumes 
— ob nun dieser in der Form der drei Euklidischen „Postulate'^ 
oder in modernerer Fassung auftrete — der Fall ist, da hat 
man es in der That nicht mehr mit nachweisbaren Behaup- 
tungen, sondern mit Axiomen zu thun; und wem ein solches 
Axiom nicht evident erscheint, der muss es allerdings als eine 
oberste Voraussetzung der betreffenden Disciplin hinnehmen. 
Wir werden im nächsten Capitel hören, dass im Satze von der 
Stetigkeit des Ra«UDQes im Grunde genommen nur eine concen- 
trirte Aussage über die Existenz gewisser Baumpunkte vorliege ; 
verlangte man also von unseres Autors „Idealisten'^ oder „Em- 
piristen", sie sollten den Nachweis dieser Existenz führen, so 
läge hier in der That ein Anlass zu denenigen Rathlosigkeit 
vor, die sie, vor das Problem der Decimalbruchgrenze gestellt, 
bekunden. Gerade darum aber ist es unmethodisch, dieses 
Problem im Geometiische hinüberzuspielen; denn, während 
hier die angeführten, transscendenten Fragen auftauchen, läuft 
die arithmetische Behandlung des Problemes nur auf eine Ver- 
gleichung von Bewusstseinsinhalten (des in gewisser Weise de- 
finirten Irrationalzahlmässigen an einem unendlichen iDbegriffe 
rationaler Zahlen und dieser Zahlen selbst) hinaus und die 
Möglichkeit, dass aus einer solchen völlig immanenten Ver- 
gleichung evidente Urtheile entspringen, unterliegt natürlich 
keinem Bedenken: sind doch von dieser Art alle Urtheile über 
Gleichheit und Verschiedenheit von Anzahlen, zahllose Urtheile 
über die Verschiedenheit anderartiger Inhalte, — wie z. B. die 
Urtheile, wonach ein Ton von seiner Quint, roth von blau 
verschieden ist — und zahllose Urtheile über die Unver- 
träglichkeit von Inhalten — wie z. B. die Urtheile, wonach 
rund und viereckig oder roth und blau nicht als gleich- 
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zeitig am selben Orte des Raumes befindlich vorgestellt werden 
können. 

Wäre es freilich richtig, was unseres Mathematikers „Em- 
pirist^ und ^ Idealist,*^ hierin ausnahmsweise übereinstimmend, 
behaupten: dass eine Grenze als solche „unvorstellbar"«®) sein, 
^ausserhalb der Schranken des allgemeinmenschlichen Vor- 
stellungssystems liegen"*®) müsse, so wäre die vorstehende Er- 
wägung allerdings nicht beweiskräftig; denn wie sollte man 
Unvorstellbares mit Vorgestelltem vergleichen können? Aber 
dies ist nicht richtig. Es erschiene, wollte man sich hiemit 
versuchsweise einverstanden erklären, von vornherein als un- 
verständlich, wie denn diesfalls der „Idealist" an das Vorhan- 
densein einer solchen Grenze glauben könnte: schlechthin Un- 
vorstellbares kann man offenbar gar nicht beurtheilen, also auch 
nicht bejahen. Es kann sich demnach hier nicht um schlecht- 
hin Unvorstellbares handeln, sondern wohl nur um Etwas, was 
sich nicht direct, sondern nur indirect und nicht adaequat, 
sondei*n nur annähernd vorstellen lässt; und dass dies von der 
Vorstellung einer Grenze gelte, ist ohneweiters zuzugeben, da 
ja deren Begriff denjenigen einer unendlichen Mannigfaltigkeit 
als wesentlichen Bestandtheil in sich schliesst. Eine solche In- 
directheit und Unadaequatheit des Vorstellens hindert aber 
sicherlich nicht, dass man über ein derart Vorgestelltes evidente 
Sätze gewinne; denn auf eine ganz ebenso indirecte und un- 
adaequate Weise ist man gehalten auch die meisten Anzahlen 
vorzustellen, unzweifelhaft z. B. alle diejenigen, die über 60 
hinausliegen: und wer würde an der Evidenz etwa des 
Satzes 7631 sei von 7632 verschieden, zu rütteln wagen? 
Unser Autor hat also die Tragweite des indirecten Vorstellens 
arg unterschätzt, wenn er eine Grenze als unvorstellbar nur 
eben darum behandelt, weil sie nicht direct vorstellbar ist. 

Schon Kant hat sich entrüstet die Meinung verbeten, er 
habe mit seinen antinomischen Argumenten blos ^Advocaten- 
beweise" führen wollen; ebenso versichert unser Autor, er sei 
„bestrebt gewesen, in seinen beiden Rollen gleich streng zu 
schliessen, und an seinem guten Willen liege es daher nicht, 
wenn es gelingen sollte, dem Idealisten oder Empiristen einen 
logischen Fehler nachzuweisen."^®) Wie nun aber die Kant'sche 
Lehre von den Antinomien thatsächlich an mannigfachen Ge- 
brechen leidet, durch welche die vermeintliche Strenge seiner 
Beweise aufgehoben erscheint, so verhält sich die Sache auch 
in dem eben kritisirten Falle und so dürfte sie sich — wir 
wollen dies zur Ehre des menschlichen Denkvermögens hoffen 
— auch in jedem anderen Falle verhalten, in welchem Jemand 
aus irgend welchem Grunde das Bestehen einer unversöhnlichen 
Antinomie — die, ich wiederhole dies, etwas ganz Anderes ist, 
als ein unlösbares Problem ! — behauptet. Der psychologischen 
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Motive, die zu einer solchen Behauptung veranlassen können , 
gibt es ja so viele — es mag Jemand bei irgend einer Unter- 
suchung von vornherein den richtigen Weg verfehlt haben; 
oder er würde, auf dem richtigen Wege befindlich, zu früh 
müde; oder er opferte, sei es der Freude an allgemeineren 
Gedankenzusammenhängen, sei es irgend einem anderen Inter- 
esse seine Unbefangenheit; oder er besass so viel Entdecker- 
eitelkeit, dass er seinen Namen um jeden Preis an eine jener 
irappirenden Thatsachen, deren Stattfinden gegen das princi- 
pium exrclusi tertii Verstössen würde, knüpfen wollte; oder 
endlich er verfiel einer Combination mehrerer unter den eben 
angeführten Verführungsmitteln, — dass ein erkleckliches Quan- 
tum Misstrauen gegen dieselbe ohnedies Niemandem zu ver- 
übeln ist: um wie viel mehr gilt dies, da bis heute noch kein 
Fall sichergestellt ist, in welchem sich dieses Misstrauen als un- 
berechtigt erwiesen hätte. Im vorliegenden Falle auch noch 
auf Detailfehler der Beweisführung näher einzugehen^ erachte 
ich für unangebracht, nachdem für den Misserfolg, der in der 
Anerkennung eines dem Grrundprobleme der Analjsis anhaf- 
tenden ^Dualismus^ vorliegt, der entscheidende allgemeine 
Grund im Vorstehenden ersichtlich gemacht worden ist. Musste 
uns schon die Zuspitzung jenes Grenzproblems auf die Frage 
nach der Existenz der Grenze befremden, so konnten wir vol- 
lends der hier waltenden Auffassung des Begriffes der Existenz, 
dem unbefugter Weise eine Art transscendenter Bedeutung zu- 
gesprochen wurde, nicht beistimmen. Diese Deutung von 
Existenz im speciellen Sinne geometrischer Existenz entsprang 
selbst wieder einer Auffassung des Verhältnisses zwischen Arith- 
metik und Geometrie, die wir als irrig gleichfalls ablehnen mussten. 
Und es wurde endlich einleuchtend, wie gerade durch diese Hinr 
überspielung des Problems auf geometrisches Gebiet jene antino- 
misch scheinende Meinungsverschiedenheit entspringen konnte, 
die auf arithmetischem Gebiete nicht aufzutreiben gewesen wäre. 
Nachdem wir in den vorstehenden Blättern vorerst den 
Begriff der Grenze, dann einen vorbildlichen Fall sowohl der 
Ausprägung dieses Begriffes als auch exacter Grenzbehauptungen 
an dem Beispiele der irrationalen Zahl, und endlich eine Reihe 
typischer Abweichungen von diesem Vorbilde und denigemäss 
vager oder falscher Grenzbehauptungen kennen gelernt hatten, 
kam es uns gelegen, die Tüchtigkeit der so gewonnenen Ein- 
sichten an jener merkwürdigen Verlegenheit prüfen zu können, 
welche P, Dubois-Eeymond als eine unausweichliche und 
unbesiegbare hingestellt hatte. Ich glaube, dass unsere Auf- 
fassung des Grenzproblems die ihr auferlegte Probe bestanden 
hat. Und wir haben nunmehr nur noch einige Bemerkungen 
vorzubringen, die das Vorangehende abzuschliessen und das 
Nachfolgende passend einzuleiten geeignet sein dürften. 
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Das meDschliche Denken nimmt seinen Ausgang von Fällen^ 
in welchen die Existenz einer Crrenze bis zu einem analogen 
Grade evident gemacht werden kann, wie im Falle der irratio- 
nalen Zahl, d. h. ebenso evident, wie die Existenz eines der 
Reihenglieder, um deren Grenze es sich handelt, von Haus aus 
ist. Solcher Fälle haben wir bereits ausser der irrationalen 

Zahl kennen gelernt: die Null als Grenze der Reihe — ' deren 

n wachsend gedacht; -^ als Grenze der Reihe 0*333 •••; den 

o 

Kreis als Grenze gewisser Polygonreihen; die Gewissheit als 
Grenze wachsender Wahrscheinlichkeiten; den Punkt als Grenze 
abnehmen der Linien u. s. w. In allen diesen Fällen ist die 
Existenz der Grenze, wenn auch nicht selbst schlechthin evi- 
dent, so doch ebenso evident, wie die Existenz eines der Reihen- 
glieder, deren Grenze sie ist; und dieser Umstand reicht offen- 
bar hin, um die Behauptung, es existire eine solche Grenze, 
ebenso zu rechtfertigen, wie die Behauptung, es existire eines 
jener Reihenglieder, ftlr gerechtfertigt gilt. Zu den oben ge- 
nannten Fällen treten dann noch zahllose andere, die auch der 
gemeine Mann erlebt, hinzu. Der Contour eines Gebirgsstockes, 
scharf umrissen, wie sie uns etwa an einem klaren Abend- 
himmel sichtbar wird, erscheint als anschauliche Grenze einer 
beliebigen unter unbegrenzt vielen Flächenreihen (von bestimm- 
ter Art), die wir in mühelosem Gedankenspiele in den Gebirgs- 
stock hineinphantasiren können und auch hineinzuphantasiren 
pflegen; und sie erregt nach einem bekannten psychologischen 
Gesetze unsere Aufmerksamkeit in höherem Masse, als ii^end 
ein Exemplar der Reihe, als deren Grenze sie erscheint. ^Das 
längere Zeit anhaltende Dunkel der Nacht ist die Grenze der 
abdämmernden Tageshelle, diese umgekehrt die Grenze des 
weichenden Dunkels. Das schliessliche Stillstehen eines pen- 
delnden Gegenstandes, das Versiegen eines Flusses, andrerseits 
der höchste Stand des schwellenden Flusses, die äusserste Wuth 
des Sturmes, der längste Tag, die längste Nacht im Jahr, kurz 
jedes Ende einer Veränderung, die kaum merklich vorschreitet, 
und in der dadurch erweckten Vorstellung endlos, unabsehbar 
scheint, dennoch aber erfahrungsgemäss einmal entweder voll- 
ständig aufhört oder einen äussersten Grad erreicht,"'*) sind — 
unter einer sofort zu erwähnenden Voraussetzung — Beispiele 
von Grenzen der in Rede stehenden Art. Diese Voraussetzung 
besteht einfach darin, dass man sich vor Fällung des Grenz- 
urtheils bereits dessen bewusst sei: es besitze jede der oben 
angeführten Veränderungen unbegrenzt viele und nicht etwa 
blos jene wenigen Stadien, welche unsere der Veränderung 
folgende Beobachtung aus derselben herauszugreifen im Stande 
ist; widrigenfalls wir es hier wieder nur mit Beispielen von 
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vagen Grenzbehauptungen, insofern dieselben eine Grenze an* 
erkennen, wo eigentlich nur ein gewöhnlicher Superlativ vor- 
liegt, zu thun hätten. Nimmt man aber diese Voraussetzung 
als erfüllt an, so stellen jene Beispiele echte Fälle von Grenzen 
dar; und man kann deren Popularität zutreffend dahin präci- 
siren, dass der Satz, wonach „eine nur wachsende oder nur ab- 
nehmende Grösse einer Grenze sich nähert, falls sie nicht alle 
Grenzen tiberschreitet," — ein Specialfall des früher erörterten 
Satzes von der oberen und unteren Grenze — auch dem naiven 
Menschenverstände mehr oder minder deutlich bewusst sei.'^^) 
Aber es ist leicht einzusehen, warum der menschliche Geist 
sich bei der Anerkennung von Grenzen, denen der eben 
charakterisirte Evidenzgrad zukommt, nicht beruhigt, sondern 
gewissermassen offensiv dazu übergeht, Grenzen auch dort 
anzunehmen, wo dieselben an Evidenz hinter den Reihen- 
gliedern, deren Grenze sie sind, erheblich zurückstehen. Auch 
solche Fälle sind uns — in den Beispielen: einer absolut ge- 
sättigten Farbe; eines absoluten Schwarz; eines absolut ruhenden 
Körpers; der absoluten Stille — bereits begegnet; von den geo- 
metrischen Figuren, die später ausführlicher behandelt werden 
sollen, hier ganz abgesehen. Schon die blosse Analogie mit 
Reihen, deren Grenze als wohl verbürgt gilt, muss dazu an- 
regen, auch bei Reihen, die so günstig nicht gestellt sind, die 
Ansetzung von Grenzen immer dann wenigstens zu versuchen, 
wenn dem nicht von Vornherein irgend ein evidenter Satz im 
Wege steht. Hiezu kommt das im ersten Capitel ausführlich 
behandelte psychische Bedürfnis, ein Vorgestelltes, das sonst 
vermöge seiner Mannigfaltigkeit rettungslos auseinanderflackern 
würde, durch einen Act psychischer Arbeit zusammenzufassen. 
Und es ist klar, dass der Begriff der Grenze dies in hervorragendem 
Masse leistet, solem es einer jeden Grenzbehauptung eigen- 
thümlich ist, einen Gegenstand mit beliebig vielen eines un- 
endlichen Inbegriffes in eine wohldefinirte Beziehung zu setzen. 
So kommt es, dass wir Grenzen ansetzen in Fällen, in denen 
wir, wie z. B. auch in einigen der oben angeführten, sogar 
davon überzeugt sind, dass es aus irgend welchen Gründen 
einen Grenzgegenstand nicht geben könne. Wenn der Physiker 
die Gesetze des vollkommenen Fiüssigkeitszustandes entwickelt, 
so glaubt er in der That kaum daran, dass dieser Zustand ir- 
gendwo verwirklicht sei oder oder verwirklicht werden könne ; 
trotzdem benützt er den scharf umrissenen Begriff desselben zu 
werthvoUen Schlussfolgerungen. Und nur die Anwendbarkeit 
seiner Deductionen, nicht aber die Wahrheit derselben hängt 
davon ab, dass es Gegenstände gibt, welche wenigstens an- 
näherungsweise unter jenen Grenzbegriff fallen. Wollen wir 
die Art, wie das menschliche Bewusstsein sich hier bethätigt, 
zusammenfassend angeben, so müssen wir *sagen, dass es einmal 
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das Grenze-Sein als eine eigenartige Relation an Fällen von 
bestverbürgter Grenzhaftigkeit kennen lernt; hierauf bemächtigt 
sich das indirecte VorsteUen dieser neuen Relation ebenso, 
wie es sich überhaupt einer jeden Relation bemächtigt: ver-r 
möge der Relation und ihres einen Fundaments (einer vor-» 
gelegten Reihe) wird irgend ein x als das andere Fundament 
derselben (als die Grenze der Reihe) indirect vorgestellt und 
mit diesem Begriffe des x, worin als Merkmal vorerst nur seine 
Eigenschaft, Grenze jener Reihe zu sein, vorkommt, kann in 
zaUreichen Fällen nutzbringend operirt werden. 

Dann ergibt sich aber schon aus dem allgemeinen Sinne 
des indirecten Vorstellens, dass es — eben darum, weil es nur 
ein Vorstellen, und im (jl^egensatze hiezu eine jede Existenz- 
behauptung ein Urtheil ist, — die Realität eines Begriffes von 
der Art jenes x nicht verbürgen könne. So mag etwa auch, 
wenn man irgend eine andere Relation, z. B. diejenige der 
Gleichheit in Betracht zieht, ein x als Etwas, das dem Strass- 
burger Münster, — von dem Orte abgesehen, an dem sich das- 
selbe befindet — in allen Stücken gleich wäre, indirect vor- 
gestellt werden; und diese indirecte Vorstellung schwebt mir 
jetzt eben vor, wenn ich behaupte, dass es ein solches x, we- 
nigstens auf Erden, nicht gebe. Aber diese Existenzbehauptung 
— hier eine Verneinung — und die indirecte Vorstellung, auf 
welche dieselbe sich bezieht, sind offenbar gänzlich zweierlei. 
Ebenso wird es, falls es die Relation der Grenze ist, an welche 
das indirecte Vorstellen anknüpft, stattfinden können, dass man 
nicht etwa blos zu solchen Begriffen, denen eine gesunde Dosis 
Chimärenhaftigkeit zukommt, wie es die üblichen Grenzbegriffe 
der Geometrie und der Physik sind, sondern zu schlechthin 
bodenlosen Begriffen gelange. Wenn die Reihen: 1, 1 — 1, 
1 — 1+1, 1 — 1+1 — 1, u. s. w. und: schwarz, weiss, schwarz, 
weiss u. s. w. vorgelegt sind, so kann, solange man sich damit 
begnügt, im Rahmen indirecten Vorstellens zu verharren, sehr 
wohl von einer Grenze derselben geredet werden: man muss 
ja eine solche Grenze eben dann indirect vorstellen, wenn man 
leugnet, dass sie existircn könne. Aber es ist klar, dass die 
Begriffe solcher Grenzen, als widerspruchsvolle Begriffe, gänzlich 
unbrauchbar sein müssen ; und so harmlos auch gerade die ge- 
nannten Begriffe, deren Haltlosigkeit blank zu Tage liegt, sein 
mögen, es steht zu erwarten, dass es ebenso widerspruchsvolle 
und darum unbrauchbare Grenzbegriffe geben werde, deren 
Krankheit aber, weil sie tiefer sitzt, nicht so leicht erkannt 
wird. Diese Erwartung wird bereits durch Das, was wir über 
die falschen Grenzbegriffe hörten, bestätigt und weitere Be- 
stätigungen werden in den folgenden Abschnitten anzutreffen 
sein. So erweist sich denn die Relationsübertragung überhaupt 
und die an den Begriff der Grenze anknüpfende insbesondere 
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als ein mächtiges Werkzeug, das aber leider ebensowohl dem 
Erzeugen trügerischer Hirngespinnste, als dem Erkennen dienst* 
bar gemacht werden kann: auch hier gibt es keinen „Königs- 
Tvegy^ auf dem man, sicher in wirthliche Ortschaften zu kommen, 
gedankenlos fortschreiten könnte. Natürlich wird man darum das 
vermöge der Grenzrelation erfolgende indirecte Vorstellen nicht 
verdammen dürfen. Ist nicht auch die Sprache ein Schwert, 
das von Irrthum und Betrug ebensowohl, wie von der Wahr- 
heit geführt wird? 

Man schützt sich gegen die Fallstricke, welche die Sprache 
dem Denken bereitet, solange das Ideal einer allgemeinen Be- 
griflFsschrift nicht verwirklicht ist, bekanntlich dadurch, dass 
man dieselben, wie z. B. die Erscheinung der Homonymie, 
durch WamungsUchter gut kenntlich macht. Eine Logik, welche 
speciell die Gefahren der Grenzbegriffe und Grenzurtheile be- 
rücksichtigte, gibt es — wohl wegen der Complicirtheit der 
hiebei in Betracht kommenden Relation der Grenze — aller- 
dings noch nicht. Aber, genauer besehen, schliessen die vor- 
liegenden Untersuchungen den Kern dessen, was hierüber zu 
sagen sein dürfte, bereits in sich; denn woher sonst sollte dies 
geschöpft sein können, als aus der Betrachtung prototypischer 
Fälle von Grenzen und aus der Erwägung der Consequenzen, 
welche den verschiedenen möglichen Abweichungen von diesen 
Prototypen entspringen? Nach diesen beiden Richtungen sind 
aber eingehende Erörterungen im Vorstehenden gepflogen 
worden. Und zu den dort erzielten speciellen Regeln des 
richtigen Gebrauches von Grenzbehauptungen treten dann noch 
gewisse allgemeinere Grundsätze hinzu, wie man solche wohl 
auf jedem Gebiete durch längere Beschäftigung mit den Gegen- 
ständen desselben gewinnt und beherzigen lernt Man erfährt 
allmählich, dass für die Grenzbehauptungen in ganz eminentem 
Masse das Wort Baco's gilt: „Prius veritas emergit ex errore, 
quam ex confusione" und hütet sich demgemäss vor vagen Recht- 
fertigungen einer Grenzbehauptung, wie solche vielfach im Um- 
laufe sind; man lernt, da unter allen Grenzbehauptungen ge- 
rade diejenigen, welche die Existenz einer Grenze anerkennen, 
die heikelsten sind, mit diesen sparsam umzugehen und sich 
womöglich mit der Benützung des Begriffes einer solchen Grenze 
zu begnügen, indem man dessen Realität dahingestellt sein 
lässt: es ist ja im Vorstehenden vielfach gezeigt worden, wie 
ein derartig hoch über allen Existenzifragen einhergehendes 
Operiren mit Begriffen möglich ist ; und man schöpft endlich — 
was im Grunde genommen nur eine Folgerung der eben beschrie- 
benen Vorsicht ist — ein heilsames Misstrauen nach der Richtung, 
dass der ganze Grenzprocess (d. h. Reihenbildung sammt Ab- 
schliessung einer Reihe durch ihre Grenze), sofern er überhaupt 
auf Existenzfragen Bezug hat, nicht dazu bestimmt sein möchte, 
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Existenzen zu schaffen« sondern nur entweder dazu, zwischen Qe- 
genständen, deren Realität man sich anderswoher versichern kann, 
als festen Punkten vermittelnde Uebergänge herzustellen, oder 
aber dazu, ebensolche Gegenstände, in der ausgesprochenen 
Hoffnung, nachmals ihre Realität feststellen zu können, voraus* 
zusetzen. 

Mit jenen speciellen Regeln und diesen allgemeineren Grund- 
sätzen ausgerüstet wollen wir nun im zweiten Theile dieses Buches 
diejenigen Gebiete, auf denen indirecte Vorstellungen, wie sie 
vermöge der Grenzrelation gebildet werden können, hauptsächlich 
ihre Stätte haben, betreten. 



Anmerkungen. 



Zum I. Gapitel. 

^) Siehe über diesen Punkt: Volkmann, Lehrbuch der Psychologie, 
S. Aufl. I. Bd. §. 26; doch scheinen mir die dortigen Auseinandersetzungen 
wenig befriedigend zu sein. 

^) A treatise on human nature, ed. Green & Grose, vol. I. pag. 487. 

^ Vergl. den I. Artikel der Abhandlung des Verfassers, „Ueber Anschau- 
Ting und ihre psychische Verarbeitung" (Vierteljahrsschrift f. wiss. Philos. 188ö.) 

*) Elemente der Psychophysik, II. Bd., pag. 475. 

*) Physiologische Psychologie, 2. Aufl., II. Bd., pag. 208/9. 

*) Vergl. Cantor, Vorlesungen über Geschichte der Mathematik, 1. Bd., 
pag. 4. 

') Vergl. den VI. Artikel der citirten Abhandlung des Verfassers (Viertel- 
jahrsschrift f. wiss. Philos. 1889.) 

*) Brentano, Psychologie vom empir. Standpunkt, p. 78, Stumpf, Ton- 
psychologie pag. 69. 

®) Vierfache Wurzel des Satzes vom zureichenden Grunde 1873, pag. 66. 

^®) Dtihring, Kritische Geschichte der Philosophie, pag. 160. 

'^) Amsterdamer Ausgabe 1698, pag. 21 £F. 

^*) Essay conc. hum. und. II., Ch. 11. §. 6. 

*') VergL Ueberweg, Geschichte der Philosophie III, pag. 62; Beneke, 
System der Metaphysik und Religionsphilosophie 1840, pag. 230 f.; Sigwart, 
Logik II, pag. 186. 

Zum II. Gapitel. 

^) Vergl. Meinong Hume-Studien, I, pag. 60. 

') Essay conc. hum. und. II, 17. 6. — Der Grundfehler bei Locke ist, 
dass er sein „enlargement" durch Bewegung der Vorstellungen bewirkt denkt, 
während sich dasselbe nur auf das Vorgestelltwerden bezieht. 

') Vergl. z. B. Lotze, Logik, pag. 29. 

*) Vergl. W. Preyer, Elemente der reinen Empfindungslehre, pag. 63 
(Sammlung physiol. Abhandlungen, herausgeg. von W. Preyer, I. Bd. X, 
Jena 1877.) 

*) Vergl. Helmholt z, Physiologische Optik, pag. 280/1. 

®) Vergl. Lotze, Logik, pag. 216/6. 

') Vergl. Helmholtz, Physiologische Optik, pag. 370; Populäre Vorträge, 
II, pag. 62. 

*) Vergl. Lotze, Logik, pag. 218/9. 

•) Vergl, Fe ebner, Elemente der Psychophysik I, pag 166 ff. 
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*") Vergl. ebendas. pag. 168. 

^^) Vergl. Lotze, Logik, pag. 219. 

**) Vergl. Preyer, Elemente der reinen Empfindungslehre, pag. 20/1 
und 23. 

**) Vergl. Heimholt z, Physiologische Optik, pag. 264. 

") Ebendas. pag. 239, 242, 209. — ") Ebendas. pag. 242. — *•) Ebendas. 
pag. 348. — *') Ebendas. pag. 349. 

^*) Irrthtimer kommen wohl auch bei der Baumabschätznng vor, sind 
aber keine Einwände hiegegen. Daa ist, wie wezm jemand die Neignng hStte, 
alle Töne für zu hoch zu halten, was bei unmusikalischen Leuten sehr wohl 
der Fall sein kann. Aber wie ich diese Instanz sowie die der Farbenblinden 
nicht herbeizog, so muss auch jene wegbleiben. 

") Vergl. Lotze, Logik, pag. 218 £F. — Wo freilich ein constructives 
Interesse unbefangene psychologische Betrachtung beeinflusst — wie bei Preyer 
das Interesse, 6 rassmann^schen Ausdehnungslehre anzuwenden — wird dieser 
Unterschied nicht berücksichtigt werden. Hier ist es bei Farbe und Ton in 
gleicher Weise Aenderung des Grundelements nach derselben Richtung, 
weWhe das ganze Continuum hervorbringt. 

*•) Vergl. Lotze, Logik, pag. 220; Stumpf, Tonpsychologie, pag. 180. 

'*) Vergl. Stumpf, Tonpsychologie, p. 180 ff. Wir meinen hier „änssere" 
Unendlichkeit und behandeln die „innere*' später. (Cf. pag. 38/4.) 

**) Vergl. Stumpf, Tonpsychologie, pag. 861. 

'^ Ebendas. pag. 134. — '*) Ebendas. pag. 351 ff. — «) Ebendas. 
pag. 853. 

'•) Ebendas. pag. 188. — Dass dieser Satz übrigens richtig ist bei Wal- 
ten jener productiven Phantasie leuchtet ein. 



Zum in. Gapitel. 

*) Vergl. Hankel, Zur Geschichte der Mathematik im Alterthum und 
Mittelalter, pag. 14 und 16/7. 

«) Vergl, C antor, Vorlesungen über Geschichte der MathematikI, pag.276/7. 

*) Ess. conc. hum. und. H, 16. 8 und 17. 3, 

^) Ebendas. §. 7. 

*) Ebendas. §. 12. 

') Die Differenz zwischen Unbegrenztheit und Unendlichkeit der Anzahlen- 
reihe wird scharf durch das vierte der Urtheile gekennzeichnet, in welche auf 
pag. 40 die Behauptung der Unendlichkeit der AnzaUreihe aufgelöst ist. 

') Ess. conc. hum. und. II. Ch. 16. §. 6. 

•) Nouv. Ess. Ausg. V. Erdmann, pag. 243. 

») Vergl. hiezu die Ausführungen Frege's. (Die Grundlagen der Arith- 
metik, Breslau 1884, §. 10). 

*•) Vergl. den IV. Art. der Abh. des Verfassers „Ueber Anschauung und 
über psychische Verarbeitung«* Vierteljahrsschrift f. wiss. Philos 1887. 

") Die Grundlagen der Arithmetik, §. 82. 

*^ Vergl. die citirte Abhandlung des Verfassers pag. 296. 

**) Vergl. ebendas. pag. 296, Anmerkung. 

") Vergl. Grundlagen §. 82. 

") Ueber den Begriff eines Inbegriffs vergl. Bolzano, Paradoxien des 
Unendlichen §. 3. 

") Vergl. Art. IH der citirten Abhandlung des Verfassers. 
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^') Wissenschaftslehre §. 19. 

»«») Ebendas. §. 26. 

'•) Paradoxien des Unendlichen, §. 13. 

s"») Ebendas. §. 9. 

*') In der Monographie „Was sind und was sollen die Zahlen?** Brann- 
schweig 1888. 

'*") Gewissheitsevidenz keine Vermuthungsevidenz ! 

^*) Nach dem Vorgang des Aristoteles; vergl. über diesen Punkt G. 
Cantor, Grundlagen einer allgemeinen Mannichfaltigkeitslehre, Leipzig 1883, 
pag. 10 fF. 

**) Vergl. die Sätze 84 und 89 der citirten Schrift von Dedekind; da- 
gegen Bolzano, §. 2 der Paradoxien des Unendlichen. 

'^) Der Zusammenhang zwischen Vielheit und Anzahl wird weiter unten 
(pag. 68) noch angegeben werden. 

8«) A. a. O. Ch. 17, §. 7. — ") Ebendas. §. 8. — ") Ebendas. §. 7. — 
*») Ebendas. §. 12. — »•) Ebendas. §. 20. — • ^*) Ebendas. §. 21. ~ »«) Eben- 
das. §.13 und §. 19. — ") Ebendas. §. 15. 

**) Paradoxien des Unendlichen, §. 14; vergl. Wissenschaftslehre, I, pag. 
272 f. und pag. 370. 

55) Vergl. Meinong, Hume-Studien II, pag. 86 f. und 49 f. 

*8) Vergl. a. a. O. §. 10 und § 13, dagegen heisst es gegen Schluss von 
§. 13, dass unsere Fähigkeit zu vermehren die Idee des Unendlichen „suggerire." 

'^ Vergl. Cantor, Grundlagen einer allgemeinen Mannichfaltigkeitslehre, 
pag. 15/6. 

") A. a. O. §. 7. 

") n, Ch. 16, §. 8. 

**") Vergl. den Briefwechsel zwischen Leibniz und Johann Bemoulli in den 
Jahren 1698 xmd 1699 (Leibniz, math. Schriften herausgeg. von Gerhardt, 
2. Abth. Bd. 3). In dem Briefe vom 21 Febr. 1699 heisst es ausdrücklich: 
„Ooncedo multitudinem infinitam, sed haec multitudo non facit numerum seu 
unum totum; nee aliud signiiicat, quam plures esse terminos, quam numero 
designari possint; prorsus quemadmodum datur multitudo seu complexus omnium 
numerorum; sed haec multitudo non est numerus, nee unura totum.** 

*^) Sonst wird „grösser" als „gleich einem Theile** definirt. Würde man 
dies hier thun, so würde der Satz „das Ganze ist grösser als der Theil" weil 
er nur auf der Definition beruht, bestehen bleiben, hingegen würden ^grösser" 
und „gleich" aufgehört haben mit einander unverträglich zu sein. Nach der 
Definition des Textes fallt jener Satz dahin und „grösser** und „gleich** bleiben 
unverträglich. 

*') Vergl. §. 4 der Abh. v. Cantor im Journal für reine und angewandte 
Mathematik, herausgeg. von Borchardt, Bd. 84. 

*') Vergl. §. 1 der Abh. desselben Verf. im 77. Bd. des Joum. f. Math. 

**) Vergl. §. 2 der eben citirten Abh. und Mathem. Annalen Bd. XV, 
pag. 56 ff. 

^*) Vergl. pag. 76 dieses Buches. 
*•) Vergleiche Brentano, Psychologie vom empir. Standpunkte, pag. 110. 
Gesunde Gesichtsfarbe = Gesichtsfarbe von Jemand Gesunden; nicht eine Ge- 
Bichtsfarbe, die im selben Sinne des Wortes gesund zu nennen wäre. 

*') Cantor, Grundlagen einer allg. Mannichfaltigkeitslehre, pag. 4. 

^®) Vergl. Bolzano, Wissenschaftslehre §. 85. 

^*) Cantor, Grundlagen einer allgemeinen Mannichfaltigkeitslehre pag. 5. 
Vergl. auch die Abhandlung des Verfassers: „Ueber G. Cantors Mannig^ 
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faltigkeitsuntersuchimgen** in der Vierteljahreschrift f. wiss. Philos. 1886, 
p. 209/10. 

^^) Cantor, Grundlagen einer allg. Mannichfaltigkeitslehre §. 12. 

^^) Von den Ablegern dieses Inbegriffs sehe ich ab, so z. B. vom Inbegriff 
aller reellen Zahlen zwischen und 1 oder von dem Inbegriff solcher Zahlen, 
wenn man noch eine ^abzahlbare Menge* daraus entfernt. 

^*) S. Grundlagen einer allg. Mannichfaltigkeitelehre. §. 13. 

^') Yergl. Ebendas, pag. 84/5 und in der dtirten Abhandlung des Yerfk»- 
sers, Yierteljahrsschrift 1885, p. 211. 

^*) Vergl. Grundlagen, pag. 8 und pag. 44. (Anmerkung zu §. 4.) 



Zum lY. Gapitel. 

^) Nicht etwa irgend eine Vielheit von Baum- oder Zeitgprössen; denn 
gewisse unendliche Vielheiten von Baum- und Zeitgrössen, nämlich solche, die 
den Charakter convergenter Reihen an sich tragen, sind ja endliche Grössen. 
Es muss eine unendliche Vielheit von einander gleichen Baum- und Zeitgrössen 
sein, weiche in der Definition gemeint ist. 

') Vergl. pag. 44 dieses Buches. 

•) Vergl. pag. 41/2 dieses Buches. 

*) Ausg. von Erdmann, pag. 244. 

^) Vergl. pag. 41/2 dieses Buches. 

*) Man denke z. B. an den Linienzug, welcher gebildet ist von der vom 
Punkt A ausgehenden in den Punkt B mündenden geraden Linie in Verbin- 
dung mit einem vom Punkt B ausgehenden und in ihn einmündenden Kreise, 
welcher die genannte Gerade im Punkt C trifft. Die Punkte A und B, welche 
in einer, bez. drei Biohtungen Punkte des Linienzug^s zu Nachbarpunkten haben, 
sind die beiden Endpunkte desselben. Der Punkt C, welcher nach 2 also nach 
einer geraden Anzahl von Sichtungen Punkte des Linienzuges zu Nachbar- 
punkten hat, ist nicht Endpunkt desselben. 

*) S. pag. 82 in diesem Gapitel. 

^) In einem Briefe von Leibniz an Joh. Bemoulli v. J. 1698 (Leibniz, 
Math. Schriften, herausgeg. v. Gerhardt, 2. Abth., 3. Bd.) heisst es: ^Quod si 
statuimus lineas reales infinite parvas, consequitur etiam statuendas esse rectas- 
utrimque terminatas, quae tamen sint ad nostras ordinarias, ut infinitum ad 
finitum; quo posito sequitur esse punctum in spatio, ad quod hinc nuUo un- 
quam tempore assignabili per motum aequabilem perveniri possit; oportebitque 
Himiliter concipere tempus utrimque terminatum, quod tamen sit infinitum, atque 
adeo dari quoddam genus aetemitatis, ut sie dicam, terminatae; sive posse ali- 
quem vivere, ita ut nuUo unquam assignabili annorum numero moriatur; quae 
omnia ego nisi indubitatis demonstrationibus coactus, admittere non ausim.** — 
VergL den Brief von Gauss an Schumacher vom 12. Juli 1831 und hiezn 
Bolzano Paradoxien, §. 27. 

•) Principia I, pag. 26/7 

^') Im Sinne des Descartes'chen Unterschiedes zwischen indefinit und in- 
finit unterschied Kant zwischen Grenze und Schranke. 

^') System der inductiven Logik, Uebersetzung v. Gomperz, I, pag. 268. 

^*) Parerga und Paralipomena, 1877, II, pag. 44. 

") Werke, herausgeg. v. Dedekind und Weber, 1876, pag. 266. 

^*) Man findet Näheres hierüber bei Budde, Zur Kosmologie der Gegen- 
wart 1872; vergl. insbesondere pag. 15/6, pag. 19 und pag. 61. 
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**) Vergl. Wundt Vierteljahrsschrift f wiss. Philos. I, pag. 110/1; Ja- 
cobson, ebendas. VIT, 156. 

^*) lieber das kosmologische Problem, Vierteljahrsschrift f. wiss. Philos. 
I, Bd. pag. 113. 

") Ebendas. pag. 114. 

^■) Ebendas. pag. 116. 

") K. Lasswitz, der eine Reihe von Fehlem des Wund tischen Auf- 
satzes verbessert hat, hat hierin den Irrthum WVs getheilt (^Ein Beitrag zum 
kosmologischen Problem und zur Feststellung des Unendlichkeitsbegriffs**, Viertel- 
jahrsschrift f. wiss. Philos., I, pag. 342.) Vergl. hingegen Biehl, Der Philos. 
Kriticismus 11% pag. 317, der die richtige Ansicht vertritt. Schon im Alter- 
thum hat Aristoteles das Wund tische Argument als einen Trugschluss gerügt, 
den irgend ein Vorsokratiker sich habe zu schulden kommen lassen. 

") Siehe pag. 82. 

*») Siehe a. a. O. p 116/6, 116, 118. 

'*) Natur der Cometen, 2. Aufl., pag. 305. 

«») A. a. O. pag. 307 und 308. 

") Ebendas. pag. 310; vergl. 311, Anmerkung. 

«) Vierfache Wurzel §. 43. 

*•*) Vergl. Hume „An inquiry conc. the principles of morals" Appendix 
I. conc. moral sentiment, sub. V, (Uebersetzung v. Masaryk, p. 132). 

2") Werke, Hartenstein'sche Ausgabe, 111, pag. 321. 

Zum y. GapiteL 

^) Kritische Geschichte der Mechanik, 2. Aufl., §. 39. 

») Siehe pag. 116 f. 

') Vergl. Brentano, Psychologie vom empir. Standpunkt pag. 287/8; 
Sigwart, Logik, I. pag. 94 f. 

*) Es ist interessant zu bemerken, dass ebenso wie die Abstufung eines 
Theils eines Begriffs bis zum Widerspruch, zur Verneinung führen kann, auch 
umgekehrt die Verneinung eines Begriffs später den Sinn einer Steigerung an- 
nimmt. So erklären sich sprachliche Bildungen wie : Unsumme (= Summe, die 
gar keine Summe mehr ist), Unmasse, Untiefe. 

^) Es ist von Interesse, dass man diese Variation des Begriffs „Zahl, welche 
die Gleichung a -(- x = b löst** auch in der Weise vornehmen kann, dass man 
unter Beibehaltung des Begriffs der Zahl (= Anzahl) den Begriff der Gleichung 
auf eine solche Art variirt, dass in dem Begriff* „Lösung der Gleichung a -f x 
= b" die Parameter a und b ihrer Schranken ledig werden. Eine solche Varia- 
tion des Gleichungsbegriffs hat Kronecker angegeben (Journal für reine und 
angewandte Mathematik, Bd. 101, pag. 337 f.) Hiedurch gewinnt er die Möglich- 
keit „den gesamniten Inhalt aller mathematischen Disciplineh, mit Ausnahme der 
Geometrie und Mechanik, also namentlich die Algebra und Analysis zu ,arithme- 
tisiren' d. h. einzig und allein auf den im engst«n Sinne genommenen Zahlbegriff 
zu gründen, alüo die Modificationen und Erweiterungen dieses Begriffs wieder 
abzustreijjln, welche zumeist durch die Anwendungen aut die Geometrie und 
MechaniK veranlasst worden sind.** Ueber die erkenntnistheoretische Bedeutung 
der Untersuchungen Kronecke r^s findet man Näheres im V. Artikel der Ab- 
handlung des Verfassers ^ Ueber Anschauung und ihre psychische Verarbeitung** 
(Vierteljahrsschrift f. wiss. Philos. 1889), woselbst auch gegenüber den Bestre- 
bungen des genannten Forschers, die auf Abschaffung der gebrochenen, irratio- 
nalen, negativen, complexen Zahlen zielen, Stellung genommen ist. 

Kerry, System einer Theorie der Orenzbegriffe. 13 
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*) lieber die Geschichte des Functionsbegriffs findet man schfttssenAwerthe 
Mittheilungen in der Abhandlung von Hankel. «Ueber die unendlich oft oscil- 
lirenden und unstetigen Functionen'' Math. Ann. Bd. 20. 

'') Vergl. Hankel, Die Elemente der projectivischen Geometrie, pag. 7. 

^) Siehe z. B. das Beispiel bei Hankel, a. a. O. pag. 16 ff. 

^) Lotze, Metaphysik, pag. 246/7. 

*•) Vergl. Hankel a. a. O. pag. 7—10. 

^^) Den imaginären Grebilden ist in befriedigender Weise ein geometrischer 
Sinn erst untergelegt worden von Staudt in seinen „Beiträgen zur Geometrie 
der Lage«, 18Ö6— 1860. 

^') Bei Euklid ist das Axiom der Dreidimensionalität nicht explicite erwähnt, 
aber benutzt. 

^^) Vergl. Dedekind, .Was sind und was sollen die Zahlen** Braun- 
schweig 1888, pag. XII und XIU, wonach zu vielen Sätzen der Geometrie nicht 
volle Stetigkeit des Baumes nöthig ist. 

^*) Lotze, Metaphysik, pag. 241; vergl. dessen Logik pag. 217. 

'*) Prolegomena §. 7. 

'*) Uebrigens hat die Metageometrie mannigfache Anwendungen in der 
Mathematik und Geometrie gefunden. Beltrami hat gezeigt, dass sie aut 
den Flächen mit negativer constanter Krümmung gilt, sofern man unter einer 
„Geraden** eine kürzeste (geodätische) Linie einer solchen Fläche versteht; Felix 
Klein hat gezeigt, wie man in der Ebene nur die Maassbestimmung (für Strecken 
und Winkel) in gewisser Weise abzuändern, d. h. welchen Sinn man derselben 
unterzulegen hat, damit die nicht-Euklidische Geometrie für die Ebene Geltung 
habe; Poincare hat die Metageometrie in seinen Untersuchungen über die 
Fuchs'schen Functionen verwerthet u. s. w. 

^^) Ich brauche nur auf das Jahrbuch der Fortschritte der Mathematik von 
Ohrtmann hinzuweisen, wo die Ueberschrift einer ganzen Rubrik lautet: „Gebilde 
in Räumen von mehr als drei Dimensionen**. 

") Metiiphysik, pag. 248/9. 

^') Ebendas. pag. 252, der Ausdruck „ersinnen** steht auf pag. 264. 

'**) Vergl. Stumpf, Ueber den Ursprung der Raumvorstellimg, pag. 20. 

") Vergl. pag. 109/10. 

") Vergl. Frege, Begriffsschrift, Halle 1879, pag. 16 f. 

^') D. h. Anwendungen auf den Erfahrungsraum selbst, nicht blos auf 
gewisse Gebilde desselben. 

^*) Vergl. H. Hankel, Untersuchungen über die unendlich oft oscillirenden 
und unstetigen Funktionen. Math. Annalen. Bd. 20, §. 10. 



Zum VI. Gapitel. 

*) Hieher gehört auch Identität als Grenze vov Aehnlichkeit. Identität ist 
auch ein Grad von Aehnlichkeit, nämlich der höchste. Die Reihe der wachsen- 
den Aehnlichkeitsgrade besitzt also an der Identität eine Grenze, welphe mit 
zur Reihe gehört 

*) Die Vorliebe Plato's für Mathematik beruht vielleicht zum grossen 
Theil auf seiner Vorliebe für die Theorie des Irrationalen. Vergl. Cantor, 
Vorlesungen über Geschichte der Mathematik, I, pag. 186. 

*) Vergl. Cantor, ebendas. pag. 168. 

*) Hankel, Zur Geschichte der Mathematik im Alterthum und Mittelalter, 
pag. 101. 
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*) Vergl. pag. 57/8. 

*) Vergl. Cantor, a. a. O. pag. 155; Hankel a. a. O. pag 102/3. 

'» Vergl. Cantor, a. a. O. pag. 169. — Bei Eaklid heisst es: „Commen- 
surable Grössen verhalten sich wie Zahlen, incommensurable verhalten sich 
nicht wie Zahlen. ** 

^) Vergl. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen, Braunschweig 
1872, pag. 17, wo die Forderung gestellt ist, „dass die Arithmetik sich aus 
sich selbst heraus entwickeln soll.** 

^) Warum die Irrationalzahl als das verschleierte Bild von Sais angesehen 
wurde, erklärt sich aus der Philosophie der Pythagoräer, wonach alles Seiende 
aus Begrenztem und Unbegrenztem zusammengesetzt sein sollte Das Irrationale 
als Begrenztes und doch Unbegrenztes mochte somit als Uauptvertreter des Seins, 
als „Bild des Lebens** aufgefasst werden. 

**) Vergl. Knoche, Untersuchungen über die neu aufgefundenen Scholien 
des Proklus Diadochus zu Euklids Elementen, Herford 1865, citirt bei Hankel, 
a. a. O. pag. 102; bei Cantor a. a O. 155/6. 

^') „Per numerum non tam multitudinem unitatum, quam abstractam 
quantitatis cujusvis ad aliam ejusdem generis quantitatem, quae pro unitate 
habetur, rationem intelligimus". Mit diesen Worten definirt Newton die Zahl; 
vergl. „Arithmetica universalis t. I, sectio I, cap. ü, 3." Vergl. hiezu Dede- 
kindy Stetigkeit und irrationale Zahlen pag. 1 7, Anmerkung, woesheisst: „I^^ 
scheinbare Vorzug der Allgemeinheit dieser Definition schwindet sofort dahin, 
wenn man an die complexen Zahlen denkt. Nach meiner Auffassung kann um- 
gekehrt der Begriff des Verhältnisses zwischen zwei gleichartigen Grössen erst 
dann klar entwickelt werden, wenn die irrationalen Zahlen schon eingeführt 
sind.** 

^') Die De de kindische Einführungsweise der Irrationalzahlen findet man 
dargelegt in dessen schon mehrfach citirter Schrift, „Stetigkeit und irrationale 
Zahlen" (Braunschweig 1872.) 

^^) Vergl. Cantor, Vorlesungen über Geschichte der Mathematik I, pag. 154. 

'*) Vergl. Dedekind, a. a. O. §. 4. 

*5) Vergl. Dedekind, a. a. O. §. 6. 

*') Die Wei er st rassische Einfdhrungsweise der Irrationalzahlen findet 
man dargelegt in: Kossak, Elemente der Arithmetik 1872; Pincherle Saggio 
dl una introduzione alla teorica delle funzioni analitiche secondo i principii del 
Prof. Weierstrass im XVIII. Bde von Battaglini's Giomale; Biermann, Ein- 
leitung in die Theorie der analytischen Functionen. 

^^) Diese Einführungs weise der Irrationalzahlen findet man dargelegt von 
G. Cantor, Math. Annalen V, p. 123 f. und in der Schrift: Grundlagen einer 
allgemeinen Mannichfaltigkeitslehre, Leipzig 1883, §. 9. Auch in den Lehrbüchern : 
Lipschitz, Grundlagen der Analjsis, Bonn 1877 und Stolz, Vorlesungen 
über allgemeine Arithmetik I, Leipzig 1885 ist die Cantor'sche Einführungs- 
weise vorgetragen. 

^^) Ich habe im Vorstehenden die Darstellung nach Math. Annalen V, §. l. 
gegeben, von einigen unbedeutenden im Interesse der populären Darstellung 
angebrachten Aendenmgen abgesehen. In der späteren Schrift Cantor^s Grund- 
lagen §. 9, liegt eine Variante insofern vor, als dort C nach Einfuhrung des 
Begriffs einer Fundamentalreihe erst definirt, wann eine Fundamentalreihe grös- 
ser, kleiner, oder gleich Null ist, dann die Fundamentaloperationen definirt und 
erst zuletzt definirt, wann zwei durch Fundamentalreihen gegebene Zahlen b und 
b' einander gleich sind, wann die eine grösser ist als die zweite. Für diese 
Abänderung war, soweit ich sehe, der Standpunkt der mathematischen Eleganz 

13* 
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massgebend, insofern nach Einführung der 8ubtraction zweier Zahlen b und b' 
das Kriterium der Gleich- und Ungleichheit sich einfacher gestaltet als vor Ein- 
fuhrung derselben. Dem steht gegenüber, dass hier eine eigene Festsetzung 
der Grössenbeziehung von b zu nöthig ist, die sonst inbegriffen wurde in die 
allgemeine Festsetzung über GrÖssenbeziehungen einer Fundamentalreihe zu einer 
rationalen Zahl also, wenn man will auch wieder zu einer Fundamentalreihe. 
Da nun hiezu kommt, dass mir vom logischen imd systematischen Standpunkt 
die Orientirung über die Grössenbeziehung zweier Zahlen einer neu einzuführen- 
den Art dem Wissen um die Rechnungsgesetze für die neuen Zahlen vorangehen 
zu sollen scheint, so habe ich mich der älteren Darstellung angeschlossen. 

*") Cantor, Grundlagen einer allg. Mannichfaltigkeitslehre, pag. 2fi. 

*") Ebendas. (p. 26). — Cantor nennt eine Fundamentalreihe, die aus 
rationalen Zahlen gebildet ist, eine solche 1. Ordnung; eine Fundamentalreihe, 
welche aus irrationalen Zahlen gebildet ist, welche selbst wieder auf Fundamental- 
reilien 1 . Ordnung zurückgehen, eine Fundamentalreihe Ö. Ordnung u. s. w. Man 
sieht, dass man so zu Fundamentalreihen beliebig hoher Ordnung aufttteigen kann, 
aber C. beweist, dass jede durch eine Fundamentalreihe n-ter Ordnung darstellbare 
Zahl auch schon durch eine Fundamentalreihe 1. Ordnung darstellbar ist. 

^*) Dieser Umstand ist in neuerer Zeit mehrfach hervorgehoben worden, so 
von Kronecker, Tannery u. A. 

*') Vergl. Kronecker, Journal für reine und angewandte Mathematik 
Bd. 101, pag. 337 f. Man sehe auch Art. Y. der Abhandlung des Verfassers 
„Ueber Anschauung und ihre psychische Verarbeitung'' (Vierteljahrsschrift für 
wiss. Philos. 1889.) 

'•) Vergl. die eben citirte Abhandlung des Verfassers. 

^*) „Stetigkeit und irrationale Zahlen**, pag. 29. 

**) Ebendas. pag. 30. 

'*) Nach G. Cantor (Math. Annalen XXin, pag. 466) ist diese Schluss- 
weise im Kerne alt. 

*') Vergl. den Aufsatz von Stolz „B. Bolzano's Bedeutung in der Ge- 
schichte der Infinitesimalrechnung'* Math. Annalen XVIII, p. 267 f. — Panta- 
chisch oder überall dicht heisst eine veränderliche Grösse, wenn es in jeder noch 
so kleinen Umgebung eines ihrer Werthe noch andere Werthe derselben gibt. 

^*) Vergl. Biermann, Einleitung in die Theorie der analytischen Func- 
tionen, pag. 76. 

*•) Dies ist die Fassung von Dini : „Fondamenti per la teorica delle fün- 
zioni di variabili reali** (Pisa 1878) pag. 19. 

••) Vergl. G. Cantor, Journal für reine und angewandte Mathematik, 
Bd. 84, pag. 268. 

»») Vergl. pag. 66/6. 

"') Vergl. G. Cantor, Journal für reine und angew. Math., Bd. 77, 
pag. 268. 

'') Dass solche Grade der Abweichung von der Wahrheit in vielen Fällen 
praecisirbar sind, unterliegt keinem Zweifel. So weicht das Urtheil: „AB ist 
6 Meter lang** um weniger von der Wahrheit ab als das Urtheil „AB ist 6 Meter 
lang**, falls AB thatsächlich 4 Meter lang ist, und man könnte in diesem Falle 
die Abweichung von der Wahrheit auch gradweise angeben. 

**) Dieser Zustand ist verschieden von dem der absoluten Stille etwa so, 
wie das Sehen des Aug^nschwarz nach Fe ebner verschieden ist vom Zustand 
des Gar-nicht-Sehens. 

^^) Ist 9 (x) eine Function, welche mit wachsendem x „monoton'* ins 
Unendliche wächst, dann führt P. du Bois-Reymond den Begriif „Unendlich 
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von 9 (x)" in der Weise ein, dass er festsetzt, wann die Unendlich zweier ,. mo- 
notoner" Functionen cp (x) und «1; (x) einander gleich, wann das eine grösser als 
das andere zu nennen ist. Das Unendlich von <p (x) wird als grösser als das 
von (L (x) oder ihm gleich angesehen ^in Zeichen cp (x) ]> 4^ (x), «p (x) <x; <{; (x) 
— Relationen, die inßnitäre Ungleich- oder Gleichheiten heissen) je naxsh- 

» Ix') 

dem der Quotient — i — ein unendlicher oder ein endlicher ist. In dieser Weise 

^ ^ ix) 

soD ein neues Grössengebiet, das „infinitäre" entstehen, welches die Unendlich 
aller monoton in's Unendliche wachsenden Functionen umfasst und das Rechnen 
in diesem Grössengebiet macht den „Infinitärcalcül" aus. (Vergl. P du Bois- 
Reymond, Annali di Matematica IV, Journal f. Math. Bd. 74, Math. Ann. VIII 
und XI) Der Verfasser hat schon in seiner Anzeige der Functionentheorie von 
du Bois-Reymond ( Viertel jahrsschrift f. wiss. Philos. 1886) das Bedenken geltend 

gemacht, der Grenzwerth. des Quotienten -J-j-r könne völlig unbestimmt sein, so 

dass weder Gleichheit noch Ungleichheit der Unendlich von cp (x) und ^ (x) be- 
hauptet werden könnte. Es hat nun nichts Ueberraschendes, wenn P. du Bois- 
Reymond findet, sein „infinitäres" Grössengebiet, „die infinitäre Pantachie", weise 
andere Verhältnisse auf als das der reellen Zahlen — Abweichungen, von denen 
dei*selbe mehrere in der Abhandlung „Ueber die Paradoxen des Infinitärcalculs,** 
Math. Ann Bd. XI zusammengestellt hat. Dort findet sich insbesondere der Satz : 
„Man kann sich einem gegebenen Unendlich X (x) mit keiner Folge cpp (x) 
(p = 1, 2, 3 . . .), in solcher Weise nähern, dass man nicht stets Functionen 
6 (x) angeben könnte, welche für einen beliebig grossen Werth von p der Un- 
gleichheit X (x) J* 4* (^) < ?P (^) genügen". (A. a. O. p. 153). 

'«) Vergl. Stolz ,.B. Bolzano 's Bedeutung in der Geschichte des Infinite- 
simalcalcüls", Math. Annalen XVIII, pag. 258. 

^*) Paul du Bois-Reymond „Die allgemeine Functionentheorie" 1. Theil, 
Tübingen 1882, pag. 246. 

*®) Math. Annalen, Bd. 20, pag. 75, Anm. 

*<*) Auf die hier betonte Relativität des Prädicats Grenze zu sein, — und 
es war nicht die selbstverständliche Beziehung auf eine Reihe, die gegeben sein 
muss, sondern die minder selbstverständliche auf ein abstufbares Merkmal der 
Reihenglieder, die einer Betonung bedurfte — läuft auch die Erklärung hinaus, 
die Hankel jenem Paradoxon angedeihen lässt. Es benihe, sagt er, auf einer 
„Erschleichung**, indem stillschweigend der Satz angenommen werde: „Wenn 
sich eine Schaar von Curven stetig einer Grenzcurve nähert, so gelten die Eigen- 
schaften jener Schaar auch für die Grenzcurve. Dieser Satz aber", — so fahrt 
der Autor fort — „vor dessen stillschweigender Anwendung sich freilich selbst 
bedeutende Mathematiker nicht immer bewahrt haben, ist im Allgemeinen nicht 
nur unerweislich, sondern auch falsch ; denn es sind genug Beispiele beizubrin- 
gen, wo eine Schaar von Curven mit stetig veränderlicher Richtimg und Krüm- 
mung sich stetig einer Grenzcurve nähert, welche plötzliche Aenderungen der 
Richtung und Krümmung zeigt. In unserem obigen Falle findet das Umge- 
kehrte statt : eine Reihe von Curven mit springenden Differentialquotienten nähert 
sich stetig einer Curve von constanter Richtung." Es ist unschwer zu sehen, 
dass die Grenzcurve von der im Vorstehenden die Rede ist, darum so genannt 
wird, weil sie hinsichtlich eines oder mehrerer Merkmale Grenze jener „Schaar 
von Curven" ist; die Bemerkung, dass darum noch nicht „die Eigenschaften 
jener Schaar auch für die Grenzcurve (gelten müssten)", besagt dann nichts 
anderes als dass^die Grencurve nicht hinsichtlich aller Merkmale Grenze der 
Curvenschaar sei. 
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^') Paradoxien des Unendlichen §. 46. 

*^) Die Begriffe des ersten und letzten Beispiels können schon darum 
nicht im strengen Sinne des Wortes als Grenzbegriffe bezeichnet werden, weil 
e^ nicht ausgemacht ist, ob es unendlich viele Sterne oder Anwendungsgebiete 
einer Zahlart gebe ; der Begriff des dritten Beispiels ist aber gewiss kein Grenz- 
begriff, denn die Anzahl der möglichen Schachzüge ist in jedem gegebenen Falle 
gewiss eine endliche. 

^') Paul du Bois-Reymond „Die allgemeine Functionentheorie", Tübingen 
1882, pag 2. 

**) Ebendas. pag. 12. — '^) Ebendas. pag. 166. — *«) Ebenda«, pag. 87. 
*') Ebendas. pag. IlO/l. ~ **) Ebendas. pag. 112. — *») Ebendas. pag. 108. 
^°) Vergl. ebendas. pag. 108. — '*) Ebendas. pag. 114. — **) Vergl. ebendas. 
pag. 146. — *») Ebendas. pag. 149. — *•) Ebendas. pag. 118. — *^ Vergl. 
ebendas. pag. 1, 110/1, 111, 117. 

s«) Vergl. ebendas. pag. 117. — Eine bescheidenere Wendung des Em- 
piristen geht dahin, dass er „nirgends das Vorhandensein des Unvorstellbaren 
leugne, nur sei dies nicht (xegenstand mathematischer Speculation. ** 
(pag. 209). 

") Vergl. pag. 167/8. — ") Vergl. pag. 111, 117, 96 f. — *»; Vergl. 
pag. 67. 

*•) VergL pag. 167/8. — •») pag. 23. — ««) pag. 169, vergl. p. 177. 

•») pag. 60. — «*) p. 166, 168, 171. — "} pag. 142. — «•) pag. 290. 

'^) Siehe pag. 118 f. dieses Buches. 

«•) Vergl. a. a. O. pag. 117. — «») p. 111, vergl. p. 1, 110/11 — '•) p. 12. 

'») p. 160. — ''•) Vergl. pag. 163. 
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